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Kurzfassung
Eines der in der Kristallchemie und Thermodynamik der Aluminosilikate am ha¨ufigsten
zitierten Grundprinzipien ist die Lo¨wensteinsche Regel (Lo¨wenstein, 1954). Diese Regel
umfasst zwei Kernforderungen: i) strikt alternierende Abfolge von verknu¨pften [AlO4]-
und [SiO4]-Tetraedern bei einem Al:Si-Verha¨ltnis von 1:1 und ii) eine Obergrenze von
50% fu¨r den Ersatz von Si4+ durch Al3+. Wa¨hrend Punkt i) der Regel durch viele Expe-
rimente belegt und thermodynamisch verstanden ist, sind einige Gegenbeispiele zu Punkt
ii) bekannt. Dennoch wird auch ii) bis in die Gegenwart oft als striktes Gesetz ausge-
legt. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass durch den gekoppelten Ersatz von (Ca2+ + Si4+)
durch (Ln3+ + Al3+) (mit Ln= ausgewa¨hlte Seltenerdelemente) Lo¨wensteins Regel im
Melilith- und im Sodalith-Strukturtyp systematisch und kontinuierlich verletzt werden
kann. Entgegen der intuitiven Erwartung, dass der Regelbruch zu strukturellen Auffa¨llig-
keiten fu¨hren sollte, konnten in den untersuchten Systemen nur Pha¨nomene beobachtet
werden, deren Auftreten kristallchemisch recht einfach erkla¨rt werden kann. Sie reflektie-
ren zum einen den gro¨ßeren Ionenradius von Al3+ gegenu¨ber Si4+, welcher sich in einer
Vergro¨ßerung der durchschnittlichen T–O-Bindungsla¨nge mit zunehmendem Al3+-Gehalt
ausdru¨ckt. Hierbei zeigt sich, dass die Bindungsla¨ngenvergro¨ßerung demjenigen Verhalten
folgt, das von Jones (1968) fu¨r Geru¨stsilikate in dem von Lo¨wensteins Regel ’erlaubten’
Bereich hergeleitet wurde. Dies kann als Indiz gewertet werden, dass keine grundsa¨tz-
liche Vera¨nderung des Mischungsverhaltens von Si4+ und Al3+ beim U¨berschreiten der
von Lo¨wenstein postulierten Grenzlinie auftritt. Ein weiterer beobachteter Effekt ist die
Lanthanidenkontraktion, die einen grossen Einfluss auf die Zellgeometrie der Melilith-
Typ Mischkristalle besitzt. Daru¨ber hinaus kann eine sta¨rkere Coulombsche Wechselwir-
kung zwischen den Teilstrukturen der Substanzen begru¨ndet angenommen werden, die
sich aus dem Ersatz von Si4+ durch Al3+ einerseits und dem Austausch von Ca2+ durch
Ln3+ andererseits ergibt, und die sich auch im thermischen Ausdehnungsverhalten wider-
spiegelt. Hierbei verhalten sich die Ln3+-haltigen Aluminate des Melilith-Typs versta¨rkt
’dreidimensional’ im Vergleich mit Gehlenit, dessen signifikant anisotropes Ausdehnungs-
verhalten einer typischen Schichtstruktur entspricht. Im Sodalith-Typ reduziert sich die
thermische Ausdehnung aufgrund des gekoppelten Ersatzes, bedingt durch die sta¨rkere
Wechselwirkung zwischen dem Geru¨st und den Ka¨figkationen.
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Abstract
One of the most frequently quoted principles in the crystal chemistry and thermodyna-
mics of aluminosilicates is Lo¨wenstein’s rule (Lo¨wenstein, 1954). This rule comprises two
main claims: i) strict alternation of interconnected [AlO4]- und [SiO4]-tetrahedra for an
Al:Si-ratio of 1:1 and ii) an upper limit of 50% for the substitution of Al3+ for Si4+. While
claim i) of the rule has been supported by many experiments and is understood in terms
of thermodynamics, several counterexamples to claim ii) are known. Nevertheless, also
claim ii) is to date often interpreted as a strict law. Here, it is shown that via a coupled
substitution of (Ln3+ + Al3+) for (Ca2+ + Si4+) (with Ln=selected rare-earth-elements)
Lo¨wenstein’s rule can systematically and continuously be violated. Contrary to the intui-
tive expectation that the breach of the rule would lead to structural conspicuities, only
phenomena can be observed in the studied systems, the appearance of which can easily
be rationalized in terms of classical crystal chemistry. They reflect the increased ionic
radius of Al3+ compared to Si4+, which leads to an increase of the mean T–O-bond length
with increasing Al3+-content. It is shown that the observed increase follows the trend,
which was derived by Jones (1968) for framework silicates in the compositional range
’allowed’ by Lo¨wenstein’s rule. This can be interpreted as an indication that no funda-
mental changes in the mixing properties of Si4+ and Al3+ occur beyond the borderline
postulated by Lo¨wenstein’s rule. Another observed effect is the lanthanides’ contraction,
which strongly biases the metric of the melilite-type solid solutions. Furthermore, a higher
Coulomb-interaction of the partial structures of the compounds can be assumed, which
is due to the substitution of Al3+ for Si4+ on the one, and Ln3+ for Ca2+ on the other
hand, and which is also reflected in the high-temperature behaviour of the corresponding
compounds. The Ln3+-bearing aluminates of the melilite-type exhibit an increased ’three-
dimensional’ character in comparison to gehlenite, the significantly anisotropic thermal
expansion of which corresponds to a ’proper’ layer-type structure. In the sodalite-type
compounds, thermal expansion is significantly reduced, most probably due to stronger in-
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Kapitel 1
Einleitung und Zielsetzung
Walter Lo¨wenstein hat 1954 mit seiner empirisch hergeleiteten sogenannten ’Aluminium-
Vermeidungs-Regel (aluminium-avoidance-rule)’ einen außerordentlich wertvollen und bis
heute oft zitierten Beitrag zur Mineralogie und speziell zur Kristallchemie und Mischungs-
thermodynamik der Aluminosilikate geleistet (Lo¨wenstein, 1954). Lo¨wensteins Regel be-
steht aus zwei Hauptforderungen: i) strikt abwechselnde Abfolge von verknu¨pften [AlO4]-
und [SiO4]-Tetraedern bei einem Al:Si-Verha¨ltnis von 1:1 und ii) eine Obergrenze von 50 %
fu¨r den Ersatz von Si4+ durch Al3+. Die strikte Ordnung der beiden Kationen-Spezies bei
einem Verha¨ltnis von 1:1 auf einer kristallographischen Punktlage ist durch viele experi-
mentelle Befunde belegt und thermodynamisch verstanden (z.B. Myers et al., 1998). Eine
akzeptierte Ausnahme hiervon stellt das entropiebedingte Auftreten von Al/Si-Unordnung
bei hohen Temperaturen dar (z.B. Tarling et al., 1988). Bis heute sind nur wenige Ab-
weichungen von Punkt ii) der Regel bekannt, unter anderem der Fall des seltenen Mi-
nerals Bicchulit, |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD (Sahl und Chatterjee, 1977; Sahl, 1980).
Die Lo¨wensteinsche Regel ist in der Vergangenheit trotz der dokumentierten Gegenbei-
spiele oft als striktes Gesetz ausgelegt worden. Viele Wissenschaftler brachen daher ihre
Experimente und auch Berechnungen bei einer Platzfraktion von xAl=0.5 auf einer kri-
stallographischen Punktlage ab, ohne den Versuch zu unternehmen, die von Lo¨wenstein
postulierte Grenze zu u¨berschreiten. Daru¨ber hinaus wird die Kenntnis der Regel an-
scheinend als selbstversta¨ndlich vorausgesetzt, so dass gelegentlich auf die Aufnahme von
Lo¨wensteins Arbeit in die Bibliographie schlicht verzichtet wird (z.B. Winkler et al., 2004).
In dieser Arbeit wird gezeigt, dass durch eine gekoppelte Substitution von (Ca2++Si4+)
durch (Ln3++Al3+) (mit Ln=ausgewa¨hlte Seltenerdelemente) zumindest im Melilith-
und Sodalith-Strukturtyp Lo¨wensteins Regel systematisch und kontinuierlich gebrochen
werden kann. Die strukturellen Variationen in beiden Strukturtypen werden im Hinblick
auf die gekoppelte Substitution diskutiert. Der Einfluss der Substitution auf das ther-
mische Verhalten einiger Verbindungen wird erla¨utert und ein Modell fu¨r den Transfor-
mationsmechanismus vom Sodalith- zum Melilithstrukturtyp vorgestellt. Daru¨ber hinaus
wird eine Erweiterung des ’strain tensor’-Konzepts vorgeschlagen, die die Behandlung
thermodynamisch relevanter Volumina von Mischkristallreihen erleichtern soll.
In Kapitel 1 dieser kumulativen Arbeit wird eine kurze Einfu¨hrung in die untersuchten
Strukturtypen gegeben. Die Kapitel 2 bis 5 geben einen kurzen U¨berblick u¨ber die Grund-
lagen, den Aufbau und die Auswertung der durchgefu¨hrten Experimente. In den Kapiteln
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6 bis 10 werden die Ergebnisse aus den im Anhang beigefu¨gten Originalpublikationen
dargestellt. Eine Zusammenfassung und ein Ausblick schließen diese Arbeit in Kapitel 11
ab.
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass in der vorliegenden Arbeit gema¨ß dem
angelsa¨chsischen Gebrauch durchgehend Dezimalpunkte verwendet wurden, da alle im
Rahmen dieser Promotion entstandenen Vero¨ffentlichungen in englischer Sprache ange-
fertigt wurden.
1.1 Der Melilith-Strukturtyp
Der Aristotyp der Melilith-Struktur hat die Raumgruppe P 4¯21m (z.B. Warren, 1930;
Smith, 1953). Die allgemeine Formel fu¨r Verbindungen dieses Typs ist M2T
1[T 22X7]. Hier-
bei, wie auch im Folgenden, repra¨sentieren kursive Buchstaben kristallographische Platz-
symbole. T 1 und T 2 bezeichnen die zwei topologisch verschiedenen, tetraedrisch von den
Anionen X koordinierten Kationenlagen, wa¨hrend die zwischen den Tetraederschichten
gelegenen M -Positionen meist von gro¨ßeren Kationen besetzt werden. Die in der Raum-
gruppe P 4¯21m von den Ionen eingenommenen Wyckoff-Positionen sind in Tabelle 1.1
zusammengefaßt. Eine schematische Darstellung der Melilith-Struktur zeigt Abbildung
1.1.
Tabelle 1.1: Besetzung der Wyckoff-Lagen im Melilith-Strukturtyp, M2T
1[T 22X7], fu¨r die
Raumgruppe P 4¯21m.
Ion Wyckoff-Lagesymbol x y z
M 4e x x+ 1
2
z
T 1 2a 0 0 0






X2 4e x x+ 1
2
z
X3 8f x y z
Es sind sehr viele Beispiele fu¨r Vertreter des Melilith-Strukturtyps bekannt. Das namens-
gebende Mineral Melilith kann mit der allgemeinen Formel (Ca, Na)2(Mg,Al)[(Si,Al)2O7]
beschrieben werden. Bei Vertretern des Melilith-Typs ko¨nnen in erster Linie die Verbin-
dungen des A˚kermanit-Typs und des Gehlenit-Typs unterschieden werden. Im A˚kermanit-
Typ wird T 2 von nur einem Kationentyp besetzt. Einige Beipiele hierfu¨r sind in Tabelle
1.2 aufgefu¨hrt.
Einige Vertreter des A˚kermanit-Typs zeigen modulierte Strukturen, u.a. Ca2Mg[Si2O7]
(z.B. Yang et al., 1997; McConnell et al., 2000), Fe-A˚kermanit, Ca2Fe[Si2O7] (z.B. Seifert
et al., 1987) und Ca2Co[Si2O7] (z.B. Kusaka et al., 2004). Ein Einfluß der Kationengro¨ßen
auf das Auftreten von modulierten Strukturen wurde unter anderem von Ro¨thlisberger
et al. (1990) dokumentiert.
Im Mineral Gehlenit, Ca2Al[AlSiO7] (z.B. Louisnathan, 1971; Kimata und Ii, 1982) wird
T 1 vollsta¨ndig durch Al3+, T 2 jeweils zur Ha¨lfte durch Al3+ und Si4+ besetzt. Diese
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Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Melilith-Struktur entlang der Gittervekto-
ren [001] (a) und [100] (b). Kleine Kugeln repra¨sentieren X-, große Kugeln M -Positionen.
Hellgraue Tetraeder stehen fu¨r die Koordinationspolyeder um T 1, und die zu Doppelte-
traedern (Soro-Gruppen) verknu¨pften dunklen Tetraeder repra¨sentieren die Koordinati-
onspolyeder um T 2. Man beachte den schichtartigen Aufbau entlang [001].
Tabelle 1.2: Name und chemische Zusammensetzung einiger Vertreter des A˚kermanit-
Typs. Originalpublikationen sind exemplarisch angegeben.
Mineralname Chemische Formel Ref.
A˚kermanit Ca2Mg[Si2O7] Kimata und Ii (1981)
Co-A˚kermanit Ca2Co[Si2O7] Kimata (1983a)
Sr-A˚kermanit Sr2Mg[Si2O7] Kimata (1983b)
Ba-A˚kermanit Ba2Mg[Si2O7] Shimizu et al. (1995)
Gugiait Ca2Be[Si2O7] Kimata und Ohashi (1982)
Hardystonit Ca2Zn[Si2O7] Louisnathan (1984)






’gemischte’ Besetzung von T 2 findet sich auch im Sr-Gehlenit, Sr2Al[AlSiO7] (z.B. Kimata,
1983b) und in Ca2B[BSiO7] (Bauer, 1962).
Als weitere Vertreter des Melilith-Strukturtyps sind auch einige Alumino- und Gallo-
Chalkogenide bekannt, unter anderem CaLaGa[Ga2S6O] und SrLaGa[Ga2S6O] (Teske,
1985), die AluminateMCaAl[Al2O7] mitM =La, Pr, Sm, Y und GallateMCaGa[Ga2O7]
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mit M =La, Pr, Sm, Nd (Durif und Forrat, 1958) sowie Vertreter der Mischkristallreihe
CaLaGa3−xAlxO7 (Antipov und Luzikova, 1993). Auch Sialone und Sione des Melilith-
Typs sind bekannt, so z.B. Sm2Si[Si2O3N4] und Ln2Si[Al0.5Si1.5O3.5N3.5] mit Ln=Ce, Pr,
Nd, Sm und Gd (Lauterbach und Schnick, 1999).
Mit der Einkristallzu¨chtung von Verbindungen des Melilith-Typs befassten sich unter
anderem Liebertz und Sta¨hr (1982) und Lejus et al. (1996), die Nd-dotierten Gehlenit als
neues Lasermaterial identifizierten. Eine ausfu¨hrliche Bibliographie zu weiteren Vertretern
des Melilith-Strukturtyps findet sich z.B. bei Teske (1985).
U¨blicherweise u¨bersteigt die Platzfraktion des Al3+ auf der T 2-Position, xT
2
Al , in den be-
kannten Aluminosilikaten vom Melilith-Typ nicht den Wert 0.5, d.h. die Lo¨wensteinsche
Regel wird befolgt.
1.2 Der Sodalith-Strukturtyp
Die einfachste allgemeine Formel fu¨r Vertreter des Sodalith-(SOD)-Strukturtyps ist
|M8X2|[T12O24]-SOD. Die Nomenklatur ist an die Empfehlung der IUPAC (McCusker
et al., 2001) angelehnt. M und X bezeichnen hierbei Kationen, respektive Anionen, in
den Sodalith-β-Ka¨figen. T sind die tetraedrisch von Sauerstoff koordinierten Kationen des
Sodalith-Geru¨sts. Die Struktur des Minerals Sodalith, |Na8Cl2|[Al6Si6O24]-SOD, wurde
erstmals von Pauling (1930) beschrieben und von Lo¨ns und Schulz (1967) verfeinert. In
der Sodalith-Familie treten viele Symmetrien auf (z.B. Depmeier, 1984, 1992). Der Ari-











, 0), O auf 24h (x, x, 1
2
) und X auf 2a (0, 0, 0). Eine schema-
tische Darstellung eines SOD-β-Ka¨figs zeigt Abbildung 1.2 am Beispiel der Struktur von
Bicchulit, |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD (z.B. Sahl, 1980). Zur besseren U¨bersichtlichkeit
sind die Protonen der (OH)-Gruppen nicht abgebildet.
Abbildung 1.2: Schematische
Darstellung der Sodalith-
Struktur am Beispiel eines
β-Ka¨figs von Bicchulit. Kleine
Kugeln repra¨sentieren O-, große
Kugeln Ca-Positionen. Hellgraue
Tetraeder stehen fu¨r die Koordi-
nationspolyeder um die Kationen
des Geru¨sts. Das dunkle Tetra-
eder repra¨sentiert das [OH]4-
Tetraeder. Die Protonen sind zur
besseren U¨bersichtlichtkeit nicht
abgebildet.
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Vertreter des SOD-Strukturtyps geho¨ren zu den am besten erforschten Materialien in
der Klasse der semi-kondensierten Zeolithe (Weller, 2000). Eine grosse Zahl von Varia-
tionen der Zusammensetzung in Vertretern des SOD-Typs ist dokumentiert. Der SOD-
Typ wird in verschiedene Untergruppen eingeteilt, u.a. die Nosean-, die Hauyn- und die
Ultramarin-Untergruppe. Vertreter der Nosean-Gruppe enthalten beispielsweise zweiwer-
tige Ka¨figanionen in alternierenden β-Ka¨figen und in der Hauyn-Untergruppe sind zwei
einwertige gegen zweiwertige Ka¨figkationen ausgetauscht. Vertreter dieser Untergruppe
lassen sich also durch die allgemeine Formel |M2+2 M+6X2|[T12O24]-SOD beschreiben. Ul-
tramarine werden seit langer Zeit als Pigmente eingesetzt und sind verantwortlich fu¨r
die Farbe des Halbedelsteins Lapis Lazuli. Eine sto¨chiometrische Formel fu¨r Ultrama-
rine kann mit |Na8 (farbgebende Gruppe)2−|[Al6Si6O24]-SOD angegeben werden (z.B.
Tarling et al., 1988). Hierbei wurde das Radikal S−3 als farbgebende Gruppe fu¨r die inten-
sive blaue Farbe des Minerals identifiziert (u.a. Tarling et al., 1988). An diesem Beispiel
wird deutlich, dass eine isoliert vorliegend instabile Verbindung als Gast im SOD-β-Ka¨fig
stabilisiert werden kann (’Matrixisolierung’). Ein weiteres Beispiel hierfu¨r ist der Alumi-
natsodalith |Ca8O2−2 |[Al12O24]-SOD (Ponomarev et al., 1971), in dem [Ca4O]6+-Gruppen
als Ka¨figga¨ste auftreten sollen.
Einige Beipiele fu¨r die Variation der Zusammensetzung auf allen Positionen der SOD-
Struktur sind in Tabelle 1.3 aufgefu¨hrt. Diese Auflistung ist aufgrund der zahlreichen
Ersatzmo¨glichkeiten als rein exemplarisch aufzufassen. Gleiches gilt wegen der intensi-
ven Erforschung der SOD-Materialien auch fu¨r die Angabe der Referenzen. Ausfu¨hrliche
Abhandlungen finden sich u.a. in Weller (2000) und Depmeier (2005).
Tabelle 1.3: Name und chemische Zusammensetzung einiger Vertreter des Sodalith-Typs.
Originalpublikationen sind exemplarisch angegeben.
Mineralname Chemische Formel Ref.
Sodalith |Na8Cl2|[Al6Si6O24]-SOD Pauling (1930)
Nosean |Na8(SO4) ·H2O|[Al6Si6O24]-SOD Hassan und Buseck (1989)
Tetraedrit |Cu12Sb8S2|[Cu12S24]-SOD Wuensch (1964)
Bicchulit |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD Sahl (1980)
Ultramarin ’Reckitts Blau’ |Na7.5S4.5|[Al6Si6O24]-SOD Tarling et al. (1988)
|Dy4(MoO4)2|[Al8Si4O24]-SOD Roth et al. (1989)
’Gallobicchulit’ |Ca8(OH)8|[Ga8Si4O24]-SOD Binsted et al. (1998)
|Na8(NO2)2|[Al6Ge6O24]-SOD Bachmann und Buhl (1989)
|Ca8(WO4)2|[Al12O24]-SOD Depmeier (1988b)
|Sr8(CrO4)2|[Al12O24]-SOD Depmeier (1988b)
|Zn7Cl2|[P12N24]-SOD Schnick und Lu¨cke (1992)
u.v.m.
Eine strukturelle Besonderheit an der Sodalith-Struktur ist das, von Pauling (1930) als
’partial collapse’ bezeichnete, dreidimensionale (globale) Tiltsystem, das u.a. von Depmei-
er (1984) quantifiziert wurde. Daru¨ber hinaus treten weitere Verzerrungen der Struktur
auf. Hierbei sind Symmetrie erhaltende (z.B. tetragonale Tetraederverzerrung, Depmeier,
1984) und Symmetrie zersto¨rende Verzerrungen (z.B. ’twisting’, Bernotat und Penting-
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haus, 1991) zu unterscheiden. Wenn die Wechselwirkungen zwischen den drei Teilstruk-
turen des Sodaliths (Geru¨st, Ka¨figanionen, Ka¨figkationen) zu strukturellen Frustratio-
nen fu¨hren, treten bei SOD-Vertretern kommensurabel und inkommensurabel modulierte
Strukturen auf (z.B. Depmeier, 1992). Ordnungs-/Unordnungs-Pha¨nomene sind in allen
drei Teilstrukturen dokumentiert (z.B. Lo¨ns und Schulz, 1967; Depmeier, 1988a; Roth
et al., 1989).
Erstaunlich viele Gegenbeispiele zu Lo¨wensteins Regel geho¨ren zum SOD-Strukturtyp.
Einige sind Bicchulit, |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD, der zu Bicchulit dimorphe, tetragonale
Kamaishilit (Ushida und Iiyama, 1981), |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD und das von Roth
et al. (1989) beschriebene |Dy4(MoO4)2|[Al8Si4O24]-SOD. Auffa¨llig ist, dass alle diese
Verbindungen ein Al:Si-Verha¨ltnis von 2:1 aufweisen. Lo¨ns (1969) berichtete von SOD-
Vertretern mit variablen Al:Si-Verha¨ltnissen zwischen 2.0 und 5.0, die bei der Synthese
von Al-reichen Hauyn-Calciumsulfat-Aluminatsodalithen aufgetreten seien.
Kapitel 2
Theorie der Ro¨ntgenbeugung
Bei der Ro¨ntgenbeugung handelt es sich um die Beugung ebener Wellen an periodischen
Mustern. Eine a¨hnliche Beschreibung kann bei der Beugung von Elektronen, Neutro-
nen und Atomen verwendet werden. In der gemeinsamen quasiklassischen, kinematischen
Theorie geht die Quantenmechanik ausschließlich durch die Beschreibung der Teilchen
als Wellen ein. Die Anwendbarkeit der kinematischen Theorie ist an einige Bedingungen
geknu¨pft, bei deren Nichterfu¨llung die dynamische Theorie verwendet werden muss. Eine
einfallende Welle regt an allen Orten im Kristall, ~r, Materie zur Emission Huygensscher
Kugelwellen unterschiedlicher Phase und Amplitude an. Diese interferieren und erreichen
den Ort der Beobachtung. Im Rahmen der kinematischen Theorie wird vorausgesetzt, dass
der Prima¨rstrahl dabei keinen Intensita¨tsverlust erleidet, der gebeugte Strahl nicht erneut
gebeugt wird (’Mehrfachbeugung’) und keine Wechselwirkungen zwischen Prima¨rstrahl
und gebeugtem Strahl auftreten. Bei hinreichend kleinen, unperfekten Kristallen reicht
diese Theorie zur Beschreibung der Ro¨ntgenbeugung aus.
2.1 Kristallgeometrie und Ro¨ntgenbeugung
In periodischen Mustern gilt fu¨r das Auftreten konstruktiver Interferenz zweier erzeugter
Kugelwellen der gleichen Wellenla¨nge λ, dass der Gangunterschied zwischen ihnen einem
ganzzahligen Vielfachen der Wellenla¨nge entsprechen muss. Dieser Sachverhalt wird fu¨r
den dreidimensionalen Fall durch die so genannten Laue-Gleichungen formuliert:
~ai (~s − ~s0) = ni. (2.1)
Hierbei sind die ~ai die Basisvektoren des dreidimensional-periodischen Musters, ~s und ~s0
die Wellenvektoren der gebeugten und der einfallenden Welle, ni ∈ Z und per definitio-
nem
|~s | = |~s0 | = 1
λ
. (2.2)
Diese Forderung mu¨ndet in die a¨quivalenten Ewald- und Bragg-Gleichungen. Die Ewald-
Gleichung formuliert die Beugungsbedingung im reziproken Raum:
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Hierbei sind die hi die Millerschen Indizes der beugenden Netzebene des dreidimensional-






ist als kontravariantes System zum direkten Gitter definiert, mit i, j, k = zyklisch 1,
2, 3. Die Bragg-Gleichung formuliert diese Beugungsbedingung gleichwertig zur Ewald-
Gleichung, allerdings fu¨r den direkten Raum:
λ = 2d~h sinϑ. (2.6)
Hierbei ist ϑ der so genannte Glanzwinkel. 2ϑ wird als Beugungswinkel bezeichnet und
ist derjenige Winkel, der von den Wellenvektoren ~s und ~s0 eingeschlossen wird. d~h ist der
Netzebenenabstand der beugenden Netzebenenschar und wird ausgedru¨ckt als:
d~h =
1∣∣∣~h ∣∣∣ . (2.7)
Beide Formulierungen der Beugungsbedingung verknu¨pfen die Wellenla¨nge sowie die Rich-
tungen von einfallender und gebeugter Welle mit der Geometrie des dreidimensional-
periodischen Musters.
2.2 Kristallstruktur und Ro¨ntgenbeugung
Als Streuzentren fu¨r elektromagnetische Strahlung wirken die Elektronen in der bestrahl-
ten Materie. Im konkreten Fall der Nutzung von Ro¨ntgenbeugung in Kristallen bedarf
es also zusa¨tzlich der Information u¨ber die einzelnen, an den Elektronen der Atome/ Io-
nen des Kristalls gebeugten Wellen, die durch Interferenz die resultierende Welle bilden.
Da die Elektronen nicht stationa¨r am Ort ~r verbleiben, kann nur eine Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit der Elektronen am Ort ~r angegeben werden. Daher wird als resultierende
Welle ~F~h diejenige bezeichnet, die aus denjenigen Wellen durch Interferenz entsteht, die
an jedem Ort ~r der Elektronendichte ρ (~r) gebeugt werden. Diese resultierende Welle
wird auch Strukturfaktor genannt und ist die Fourier-Transformierte der Streudichte. Die
Streudichte fu¨r eine periodische Struktur ist wiederum periodisch:
ρ(~r) = ρ(~r + ~rn), (2.8)
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wobei ~rn ein Translationsvektor des direkten Gitters ist. Daher reicht im Folgenden die
Integration u¨ber alle Wellen aus, die in einem Elementarzellenvolumen gebeugt werden.
Der Streubeitrag jedes Atoms im Elementarzellenvolumen wird in erster Linie durch die
Anzahl der Elektronen der betreffenden Atomsorte ausgedru¨ckt, dem Atomformfaktor
f . Nimmt man an, dass Atome kugelfo¨rmige Gebilde sind, ist f ausschließlich von der
Atomsorte und (sinϑ/λ) abha¨ngig. Die Abha¨ngigkeit von (sinϑ/λ) liegt darin begru¨ndet,
dass Atome keine eindimensionalen Gebilde sind. Zwei Wellen, die in der Elektronenhu¨lle
desselben Atoms gebeugt werden, sind also bereits außer Phase. Nur fu¨r (sinϑ/λ)= 0 ist
f gleich der Anzahl der Elektronen des entsprechenden Atoms.
Jedes der gebeugten Wellenpakete hat eine zur Elektronendichte am Beugungsort pro-
portionale Amplitude und einen Phasenwinkel δ im Bezug auf ein am Ursprung des di-
rekten (und reziproken) Raumes gebeugtes Wellenpaket. Dieser Phasenwinkel la¨sst sich
ausdru¨cken als:
δ = 2pi~h~r = 2 pi(hx + ky + lz), (2.9)
wobei sich die Miller-Indizes h, k, l aus





ergeben. x, y, z sind die fraktionellen Koordinaten des Beugungsorts im Bezug auf die




fj · eiδ oder ~F~h =
∫
V
ρ~r · e2pi i~h~rdV. (2.11)
Der Bezug zur Elektronendichte ρ am Ort (x, y, z) wird verdeutlicht durch:









· e−iδ · ~F~h. (2.12)
Die messbare Streuintensita¨t I~h ist proportional dem Absolutquadrat des Strukturfaktors
~F~h:
I~h ∝
∣∣∣ ~F~h ∣∣∣2 . (2.13)
Bei der Messung der Streuintensita¨t geht also die Information u¨ber den Phasenwinkel
verloren, da
~F~h =
∣∣∣ ~F~h ∣∣∣ · eiδ. (2.14)
Es sei darauf hingewiesen, dass durch Ro¨ntgenbeugung gewonnene Informationen stets
eine ra¨umliche und zeitliche Mittelung u¨ber die Situation im bestrahlten Teil des Kristalls
darstellen.
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2.3 Allgemeine Datenreduktion
Um die Strukturamplituden
∣∣∣~F~h∣∣∣ aus den gemessenen Streuintensita¨ten I~h zu extrahieren,
bedarf es grundsa¨tzlich einer Datenreduktion. Unabha¨ngig von der Art des Beugungsex-
periments, Einkristall- oder Pulverbeugung, ko¨nnen folgende Korrekturfaktoren beru¨ck-
sichtigt werden:
I~h = I0 ·
∣∣∣~F~h∣∣∣2 · L · P · H · A · T · E · S, (2.15)
wobei I0 die Intensita¨t des Prima¨rstrahls darstellt. L wird als Lorentz-Faktor bezeich-
net und korrigiert eine im konkreten Experiment auftretende nicht ideale Monochromasie
der verwendeten Strahlung. Der Polarisationsfaktor P korrigiert die Intensita¨tsminderung
aufgrund des unterschiedlichen Verhaltens von senkrecht und parallel zur Beugungsebene
polarisierter Strahlung. H bezeichnet den Fla¨chenha¨ufigkeitsfaktor, der, abha¨ngig vom
Beugungsexperiment, dem Zusammenfallen von Reflexen einer Netzebenenschar Rech-
nung tra¨gt. A korrigiert die Abschwa¨chung der Intensita¨t aufgrund von Absorption in
der Probe und T die Intensita¨tsminderung, die aufgrund der thermischen Bewegung der
Atome in einer Struktur auftritt. Der Extinktionsfaktor E beruht auf der dynamischen
Theorie der Ro¨ntgenbeugung und tra¨gt der Nichteinhaltung der Bedingungen fu¨r die An-
wendung der kinematischen Theorie Rechnung. S ist ein als Skalierungsfaktor bezeichneter
Proportionalita¨tsfaktor, der korrigiert, dass absolute Strukturfaktoren berechnet werden,
die jedoch bezu¨glich der im konkreten Experiment gemessenen Intensita¨ten skaliert wer-
den mu¨ssen.
2.3.1 Der Lorentz-Faktor
Der Lorentz-Faktor L korrigiert die Verfa¨lschung der Beugungsintensita¨t aufgrund der
endlichen Aufenthaltsdauer τ eines reziproken Gitterpunktes in der Ewald-Kugel. Diese
Aufenthaltsdauer liegt darin begru¨ndet, dass auch bei ideal-monochromatischer Strahlung
die Darwin-Breite eines Reflexes nicht unterschritten werden kann. Daher besitzt in einem
solchen Fall die Ewald-Kugel keinen scharf definierten Radius R, wobei R = |~s0| = 1/λ,
siehe auch Gleichung 2.2.
Die Verweildauer eines reziproken Gitterpunktes in der Schale der Ewald-Kugel entspricht
dem Quotienten des in der Ewald-Kugel zuru¨ckgelegten Wegs s und der Geschwindig-
keit v, mit der dieser Gitterpunkt die Schale der Ewald-Kugel durchla¨uft. Hierbei ist
s = (t/ cosϑ), wobei t die ’Dicke’ der Schale bezeichnet, die aufgrund der Darwin-Breite
beru¨cksichtigt werden muß. Die Geschwindigkeit v ergibt sich aus der Winkelgeschwin-
digkeit ω und dem Abstand des reziproken Gitterpunktes vom Ursprung. Dieser Abstand
ist
∣∣∣~h∣∣∣ = (1/d~h), wobei gema¨ß Gleichung 2.6 d~h = (λ/2 sinϑ). Unter der Annahme, dass
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2.3.2 Der Polarisationsfaktor
Die Elektronen der Atome werden durch das elektrische Wechselfeld der einfallenden Ro¨nt-
genstrahlung in Schwingung versetzt und emittieren eine Dipolstrahlung. Die Intensita¨t
der Dipolstrahlung ist senkrecht zur Schwingungsrichtung des Dipols am gro¨ßten und in
Schwingungsrichtung null. Zerlegt man unpolarisierte, einfallende Ro¨ntgenstrahlung in
eine Komponente I0⊥ mit einem senkrecht und eine Komponente I0 ‖ mit einem parallel
zur (von ~s und ~s0 aufgespannten) Beugungsebene schwingenden elektrischen Feld, so gilt
fu¨r die in Richtung ~s emittierten Intensita¨ten:
I⊥ ∼ I0⊥ und I‖ ∼ I0 ‖ · cos2 2ϑ. (2.17)
Bei unpolarisierter Ro¨ntgenstrahlung ist I0 ‖ = I0⊥ = I02 , und mit




ergibt sich der Polarisationsfaktor zu
P =
(1 + cos2 2ϑ)
2
. (2.19)
Hieraus resultiert, dass die im Kristall gebeugte Strahlung partiell polarisiert ist. Dieser
Umstand erha¨lt große Bedeutung bei der Verwendung von Monochromatoren.
2.3.3 Der Fla¨chenha¨ufigkeitsfaktor
Der Fla¨chenha¨ufigkeitsfaktor H beschreibt die zu einer Intensita¨t I~h beitragende Zahl
symmetriea¨quivalenter Netzebenen. Die Gro¨ße von H ha¨ngt nicht nur von der Symmetrie
des untersuchten Kristalls und der betrachteten Fla¨chenschar 〈h k l 〉 ab, sondern auch
von der eingesetzten Messmethode. So ist H fu¨r eine Fla¨chenschar 〈hhh 〉 eines kubischen
Systems bei einer Pulvermethode H = 8, da alle 8 symmetriea¨quivalenten Fla¨chen auf
einen Kegelmantel beugen, bei einer Drehkristallaufnahme ist fu¨r diesen Fall H = 4, da
sich die 8 a¨quivalenten Fla¨chen in die h. und h¯. Schichtlinie aufteilen. Bei einer Messung
am automatischen Einkristalldiffraktometer (AED) schließlich ist H stets 1, da immer ein
spezieller reziproker Gitterpunkt betrachtet wird.
2.3.4 Der Absorptionsfaktor
Beim Durchgang durch ein absorbierendes Medium wird die Intensita¨t der einfallenden
Strahlung, I0, gemindert. Diese Intensita¨tsabschwa¨chung, ∆I, ist proportional zum durch-
schrittenen Weg durch das Medium, ∆x, und zur Ausgangsintensita¨t, I0, sowie einem
materialabha¨ngigen Faktor, µ:
∆I = −µ · I0 · ∆x. (2.20)
Die erste Ableitung dieser Funktion nach der Wegla¨nge ergibt eine Proportionalita¨t zur
urspru¨nglichen Funktion,





= −µ · I0 ∝ −µ · I0 · ∆x, (2.21)
so dass fu¨r die Abha¨ngigkeit der Intensita¨t I vom durchschrittenen Weg eine Exponenti-
alfunktion nahe liegt:
I(x) = I0 · e−µ ·x. (2.22)
µ wird als linearer Absorptionskoeffizient bezeichnet. Entha¨lt ein Volumen, gebildet aus
der Fla¨che F und der Tiefe dx, genau NA Atome einer Atomsorte A, ist die Dichte ρ des






F · dx , (2.23)
woraus sich mit MA der Molmasse des Atoms und NL der Avogadro-Konstante fu¨r die




ρ · dx · NL
MA
. (2.24)
Die Schwa¨chung des Prima¨rstrahls ist also sowohl davon abha¨ngig, wieviele Atome pro
bestrahlter Fla¨cheneinheit vorhanden sind, als auch vom Absorptionsverhalten der jewei-
ligen Atomsorte A. Diese spezifische Eigenschaft der Atome bezeichnet man mit µA. Fu¨r





· µA = −ρ · dx · NL
MA
· µA. (2.25)











Da in der Regel die untersuchten Substanzen aus mehreren Atomsorten bestehen, muss
u¨ber die verschiedenen Atomsorten summiert werden, um einen Ausdruck fu¨r das spezi-




ni · (µA)i, (2.27)
wobei ni die Anzahl des i-ten Atoms pro Formeleinheit repra¨sentiert. Es ergibt sich mit
MFE als Molmasse der Formeleinheit:














Man beachte, dass (µ/ρ)i von der Wellenla¨nge der verwendeten Strahlung abha¨ngt. Tafeln
fu¨r die Werte von (µ/ρ)i (’mass attenuation coefficients’) fu¨r die Elemente bei verschie-
denen Wellenla¨ngen finden sich bei Creagh und Hubbel (2004).
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2.3.5 Der Temperaturfaktor
Bei der Abha¨ngigkeit des Atomformfaktors f von (sinϑ/λ) wurde die dreidimensionale
Ausdehnung der Atome beru¨cksichtigt, jedoch keinerlei Beitrag, der einer Vibration der
Atome um ihre Gleichgewichtslage entspra¨che. Die Sta¨rke dieser Vibration ist temperatur-
abha¨ngig, ha¨ngt daru¨ber hinaus jedoch auch von der Masse des Atoms, dem Bindungs-
typ, der Bindungssta¨rke und, bei gerichteten Bindungen, der Bindungsrichtung ab. Die
thermische Auslenkung (’thermal displacement’) um die Gleichgewichtslage versta¨rkt die
Abschwa¨chung des Atomformfaktors. Eine solche Wa¨rmebewegung ~pj ist gegeben durch:
~pj = ~pj
0 + ~sj(t). (2.29)





fj · e2pii(hx+ky+lz) =
∑
j
fj · e2pii ~pj0(h+k+l) · e2pii~sj(h+k+l). (2.30)
Der zweite Exponentialfaktor wird auch ’overall displacement parameter’, T , genannt.
Dieser Faktor wird in eine Taylorreihe entwickelt. Unter Beru¨cksichtigung, dass der Mit-






2[~sj ·~h]2 . (2.31)
Fu¨r eine isotrope thermische Auslenkung ergibt sich der Temperaturfaktor T zu





wobei B = 8pi2 · u¯2 als Debye-Waller-Faktor bezeichnet wird und u¯2 den Mittelwert des
Quadrats der isotropen thermischen Auslenkung im direkten Raum in A˚2 darstellt.
Geht man davon aus, dass die temperaturbedingten Schwingungen der Teilchen nicht in
alle Raumrichtungen gleich sind, muss fu¨r den thermischen Auslenkungsparameter ein
anisotroper Ansatz erfolgen. Fu¨r diese Betrachtungsweise ergibt sich der Ausdruck:
T = e−(β11h
2+β22k2+β33l2+2β12hk+2β23kl+2β31lh), (2.33)
wobei βij = 2pi
2xixj die anisotropen thermischen Auslenkungsparameterkomponenten
sind.
2.3.6 Der Extinktionsfaktor
Bei großen idealen Einkristallen reicht die kinematische Theorie fu¨r die Beschreibung der
Beugung nicht aus. Fu¨r die in dieser Arbeit verwendeten Pulvermethoden ist aufgrund der
Korngro¨ße der Proben das Auftreten von Extinktion vernachla¨ssigbar. Der Vollsta¨ndigkeit
halber wird im Folgenden kurz auf prima¨re und sekunda¨re Extinktion eingegangen.
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2.3.6.1 Prima¨re Extinktion
Pro Beugung an einer Netzebene erfa¨hrt eine Welle einen Phasensprung von pi/2. Wird
der Prima¨rstrahl mit der Phase σ am Ort ~a gebeugt, besitzt der gebeugte Strahl die
Phase σ + pi/2. Fu¨r den gebeugten Strahl erfu¨llt aber die ’daru¨ber liegende’ Netzebene
wieder die Beugungsbedingung und wird erneut gebeugt. Seine Phasenverschiebung bei
identischem Wellenvektor ~s im Bezug auf den Prima¨rstrahl betra¨gt pi, so dass durch
destruktive Interferenz der Prima¨rstrahl geschwa¨cht wird. Diese Art der Extinktion fu¨hrt
dazu, dass die beobachteten Strukturamplituden viel geringer sind als die berechneten,∣∣∣~Fo∣∣∣ ¿ ∣∣∣~Fc∣∣∣. Daru¨ber hinaus kann die Intensita¨t des Prima¨rstrahls erheblich gemindert
werden. Prima¨re Extinktion kann durch die Erzeugung von Rissen und Sto¨rungen im
Kristall, z.B. durch die Ka¨ltebehandlung in Flu¨ssigstickstoff, reduziert werden.
2.3.6.2 Sekunda¨re Extinktion: Mosaikblo¨cke
Die meisten Einkristalle bestehen aus kleinen Mosaikblo¨cken, deren Gitterorientierung
um einen geringen Winkelbetrag abweicht. Ein Mosaikblock-Kristall, der keinerlei An-
zeichen von Extinktion aufweist, wird ’ideal unvollkommen’ bezeichnet. Hauptsa¨chlich
von Extinktion betroffen sind Reflexe bei niedrigem (sinϑ/λ), weil sie in der Regel die
ho¨chsten Intensita¨ten haben und dadurch auch die gro¨ßte Intensita¨tsminderung erleiden.
Entweder mu¨ssen bei der Strukturverfeinerung diese Reflexe aus dem Datensatz entfernt,
oder eine Korrekturmethode nach Darwin (1922) verwendet werden. Hierbei wird ein se-
kunda¨rer Extinktionskoeffizient g entsprechend dem Absorptionskoeffizienten eingefu¨hrt,
der sowohl vom Kristallindividuum als auch von der verwendeten Strahlung abha¨ngt, aber
nicht physikalisch begru¨ndet ist: ∣∣∣~Fo∣∣∣ = ∣∣∣~Fc∣∣∣ · e−gIc . (2.34)
Durch eine Auftragung von (Ic/Io) gegen Ic, mit Io der gemessenen und Ic der berechneten
Intensita¨t aller betroffenen Reflexe, erha¨lt man anna¨hernd eine Gerade mit der Steigung
2g. Eine verbesserte Korrekturfunktion fu¨r sekunda¨re Extinktion bei Ro¨ntgenbeugung
leitete Zachariasen (1963) her.
2.3.7 Der Skalierungsfaktor
Bei der Bestimmung des Skalierungsfaktors S kann man sich des so genannten ’Wilson-
Plots’ bedienen. Hierbei wird I¯rel = (I/LPHAEI0) = S
∣∣∣~F ∣∣∣2 T gegen (sinϑ/λ)2 auf-
getragen. In jedem geeigneten Intervall in (sinϑ/λ)2 wird dann ein Mittelwert fu¨r I¯rel
gebildet.





= S · e−2B( sinϑλ )
2
. (2.35)
Durch eine Logarithmierung dieser Gleichung erha¨lt man bei der Auftragung von









gegen (sinϑ/λ)2 eine Gerade mit der Steigung −2B (B =Debye-Waller-
Faktor) und dem Ordinatenachsenabschnitt lnS.
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Kapitel 3
Das Strain-Tensor-Konzept
Die Geometrie der Elementarzelle einer Substanz ha¨ngt von intensiven Gro¨ßen wie der
Temperatur T , dem Druck p oder auch der Zusammensetzung x ab. Wa¨hrend die Ther-
modynamik in erster Linie die A¨nderung des Volumens eines Stoffes in Abha¨ngigkeit
von den intensiven Gro¨ßen betrachtet, bemu¨ht sich die Kristallphysik um eine Beschrei-
bung der Anisotropie der auftretenden Verzerrungen. Die beobachtete makroskopische
Deformation eines Kristalls ist dabei die Folge von (kooperativen) A¨nderungen, die auf
mikroskopischer Ebene stattfinden. Diese lokalen Prozesse ko¨nnen z.B. Ordnungsprozesse
von Atomen/Ionen auf kristallographischen Punktlagen sein, aber auch die Bildung von
magnetischen oder elektrischen Dipolen oder kleine Verschiebungen von Atomen/Ionen
in einer Struktur.
Eine Deformation (’strain’) kann sowohl kontinuierlich verlaufen, z.B. durch die thermi-
sche Ausdehnung einer Substanz, als auch spontan auftreten, wie z.B. bei einer tempe-
raturinduzierten Phasentransformation. Ausfu¨hrliche Abhandlungen u¨ber die Bedeutung
von spontaner Deformation bei Phasentransformationen finden sich unter anderem in Car-
penter (1988, 1992); Carpenter et al. (1998); Carpenter und Salje (1998); Putnis (1992);
Salje (1991, 1992a,b, 1993) und Redfern (1995).
3.1 Tensordarstellung
Prinzipiell mu¨ssen bei der Verwendung des Strain-Tensor-Konzepts zwei Grenzfa¨lle un-
terschieden werden: Der Ansatz nach Lagrange, der die Deformation bezogen auf den
Initialzustand betrachtet, und der Ansatz nach Euler, nach dem der Finalzustand als Be-
zugspunkt herangezogen wird. Aus Gru¨nden der U¨bersichtlichkeit behandelt diese Arbeit
nur den linearen Deformationstensor nach Lagrange.
Der Ausgangspunkt fu¨r das Konzept von Spannung (’stress’), Dehnung (’strain’) und
Elastizita¨t ist das Hookesche Gesetz, in Tensornotation:
[σij] = [Cijkl] : [ekl], (3.1)
wobei [σij] den Spannungs-, [ekl] den Dehnungs- und [Cijkl] den Tensor der Elastizita¨ts-
moduln darstellt. In der Regel teilt man den unsymmetrischen Dehnungstensor in einen
symmetrischen Deformationstensor [εij] und einen antisymmetrischen Tensor [ωij]. Oft
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wird ausschließlich [εij] betrachtet, da [ωij] eine formerhaltende Rotation repra¨sentiert.
Ist die Spannung eine skalare Gro¨ße, repra¨sentiert z.B. eine homogene Temperatura¨nde-
rung oder einen hydrostatischen Druck, reduziert sich die Stufe des materialabha¨ngigen
Tensors, z.B.:
[εij] = [αij] · ∆T, (3.2)
wobei [αij] dem Tensor der thermischen Ausdehnung entspricht oder
[εij] = [χij] · ∆p, (3.3)
mit dem Tensor der Kompressibilita¨t [χij].
Eine ausfu¨hrliche Abhandlung u¨ber den Tensor der thermischen Ausdehnung findet sich
z.B. bei Ku¨ppers (2003), und mit der Handhabung der Kompressibilita¨t kristalliner Sub-
stanzen bescha¨ftigten sich u.a. Angel (2000) und Holzapfel (2001).
3.2 Zellparameter und Strain-Tensor-Komponenten
Die Ableitung der Strain-Tensor-Komponenten aus den Zellparametern von Kristallen
wurde fu¨r den monoklinen Fall von Ohashi und Burnham (1973) und unter Bezugnahme
auf die klassische Kontinuums-Theorie im allgemeinen Fall von Schlenker et al. (1978)
dargestellt. Seien a, b, c, α, β und γ die Zellparameter eines Kristalls, dann ergeben sich
die Strain-Tensor-Komponenten εij zu:
ε11 =
a1 sin β1 sin γ
?
1














b1 sinα1 cos γ
?
0
b0 sinα0 sin γ?0
− a1 sin β1 cos γ
?
1
a0 sin β0 sin γ?0
]
, (3.7)
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wobei der Index ’0’ fu¨r den Initial- und ’1’ fu¨r den Endzustand steht und ein Superskript ’?’
entsprechende Gro¨ßen des reziproken Gitters anzeigt. Die Berechnung der Strain-Tensor-
Komponenten aus zwei Sa¨tzen von Zellparametern ermo¨glicht fu¨r die A¨nderung verschie-
dener Zustandsvariablen unter anderem das Programm STRAIN von Ohashi (in Hazen
und Finger, 1982).
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3.3 Das Strain-Ellipsoid
Die Darstellung tensorieller Eigenschaften von Materialien erfolgt in der Regel u¨ber die
Repra¨sentationsfla¨chen. Die wohl bekannteste Repra¨sentationsfla¨che ist die Quadric eines
Tensors ϕij:
ϕijxixj = C, (3.10)
die in Hauptachsenform mit den Hauptachsen X1, X2 und X3 und mit den Eigenwerten







3 = C (3.11)
beschrieben werden kann. Die zweite Repra¨sentationsfla¨che ist das so genannte Strain-
Ellipsoid fu¨r Materialeigenschaften, die bei der A¨nderung einer Zustandsvariable eine
Deformation bewirken. Ein kugelfo¨rmiger Kristall mit dem Radius r = 1 wird bei der
A¨nderung einer Zustandsvariablen V zu einem Ellipsoid deformiert. Ist hierfu¨r die Ma-
terialeigenschaft [ϕij] verantwortlich, so ist die La¨nge der Hauptachsen des Ellipsoids
gegeben mit (1 + ϕ1∆V ), (1 + ϕ2∆V ) und (1 + ϕ3∆V ). Das Strain-Ellipsoid kann durch
X21
(1 + ϕ1∆V )2
+
X22
(1 + ϕ2∆V )2
+
X23
(1 + ϕ3∆V )2
= 1 (3.12)
repra¨sentiert werden. Zur Visualisierung einer Deformation wird in der Regel diese Re-
pra¨sentationsfla¨che gewa¨hlt, da sie ha¨ufig anschaulicher ist als die Quadric, welche beim
Auftreten von positiven und negativen Tensorkomponenten die Form eines Hyperboloids
hat.
3.4 Ableitung thermodynamisch relevanter Gro¨ßen
Fu¨r die thermodynamisch relevanten Volumendaten in Abha¨ngigkeit von T (thermische


























wobei nk die Stoffmenge der Komponente k und V˜ das Molvolumen des Stoffes darstellt.
Hierbei ergeben sich bei infinitesimalen A¨nderungen der Zustandsvariablen die Volumen-
koeffizienten aus der invarianten Spur des entsprechenden Tensors.
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Bei der Betrachtung von Mischkristallreihen ist es u¨blich, die Zellparameter der Misch-
kristallreihe mit Polynomen n. Grades anzupassen. Dieser Vorgang wird meist intuitiv
durchgefu¨hrt, ohne dass eine weitergehende Verwendung der gewonnenen Polynome er-
folgt. Sehr oft werden dann zusa¨tzlich aus den Zellparametern der Mischkristallreihe die
Strain-Tensor-Komponenten (z.B. im Programm STRAIN von Ohashi, in Hazen und Fin-
ger, 1982) und das Volumen (z.B. Angel et al., 1998; Carpenter et al., 2001) berechnet und
separat mit Polynomen angepasst. Auch das Exzessvolumen, definiert als die Abweichung
des beobachteten Volumens von der linearen Abha¨ngigkeit von der Zusammensetzung,
wird in der Regel mit einem gesonderten Polynom angepasst. Das Exzessvolumen, V ex,
ist eine zur Aufstellung eines thermodynamischen Mischungsmodells gebra¨uchliche Gro¨ße.
Traditionelle Exzess-Funktionen sind hierbei z.B.:
V ex = WAx(1− x)2 +WBx2(1− x) (3.16)
fu¨r asymmetrische und
V ex = WABx(1− x) (3.17)
fu¨r symmetrische Mischungen (z.B. Hazen und Finger, 1982). Hierbei stehenWA,WB und





Fu¨r die Messungen im Haus kamen zwei Ro¨ntgenpulverdiffraktometer zum Einsatz. Pha-
senanalysen und Verfeinerungen von Raumtemperaturstrukturen wurden an Hand von
Diffraktogrammen vorgenommen, die mit einem hochauflo¨senden Bruker − AXS-D8-
Diffraktometer gemessen wurden. Die Hochtemperaturdiffraktionsexperimente fanden an
einem MAR2000-Bildplattendiffraktometer statt.
4.1.1 Hochauflo¨sende Pulverdiffraktometrie
Der Aufbau des D8-Diffraktometers ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Das Diffraktometer
arbeitet in Parallelstrahl-Geometrie mit einer parabolischen Multischicht-Optik und einem
asymmetrisch geschnittenen (’v-groove’) Monochromator als prima¨re Optik. Als Ro¨ntgen-
quelle diente eine 2.2-kW-Kupferro¨hre. Mit dem Monochromator ist eine Trennung der
Kα1,2-Linien mo¨glich, daher wurde ausschließlich Cu-Kα1-Strahlung verwendet. Ein orts-
empfindlicher (’position-sensitive’) Braun-Detektor (PSD) wurde mit einer Schrittweite
von ∆2ϑ=0.0085 ◦ im Winkelbereich von 10-120 ◦ 2ϑ eingesetzt. Ein optisches Verfahren
mit Hilfe eines Lasers diente zur Justage der Ho¨he der Pulverflachpra¨parate. Die Pro-
bentra¨ger bestanden aus Glas. Die Probe wurde wa¨hrend der Messung um ± 5mm/s in
x-Richtung bewegt.
4.1.2 Hochtemperatur-Pulverdiffraktometrie
Der Aufbau des verwendeten Bildplattendiffraktometers (Imaging Plate, IP) ist in Abbil-
dung 4.2 gezeigt. Als Ro¨ntgenquelle diente eine 2.0-kW-Molybda¨nro¨hre. Bei allen Mes-
sungen erfolgte die Selektierung der charakteristischen Strahlung u¨ber einen Graphit-
(002)-Monochromator. Die Trennung der Kα1,2-Linien war jedoch nicht mo¨glich. Zwei
im Abstand von 10 cm aufeinanderfolgende Kreuzschlitzblendensysteme erlauben die An-
passung des Strahlprofils. Als Detektor wurde ein MAR2000 Imaging-Plate Detektor
eingesetzt. Die Bildplatte hat einen Durchmesser von 30 cm bei einer Pixelgro¨ße von
150× 150 µm und besteht aus dem Speicherleuchtstoff BaFBr:Eu2+ (Thoms et al., 1991).
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Abbildung 4.1: Versuchsaufbau am hochauflo¨senden Bruker − AXS-D8-Diffraktometer.
Gekennzeichnet sind die Ro¨ntgenro¨hre (a), die prima¨re Optik (Monochromator, Go¨bel-
spiegel) (b), die Probe (c), der Braun-PS-Detektor (d) und der Laser fu¨r die Probenho¨hen-
justage (e).
Wird BaFBr:Eu2+ mit Ro¨ntgenlicht bestrahlt, entstehen angeregte Elektronen, die orts-
aufgelo¨st in metastabilen Farbzentren erhalten bleiben. Die Bildplatte kann durch photo-
stimulierte Lumineszenz ausgelesen werden (von Seggern et al., 1988). Die Pulverproben
wurden in SiO2-Glaskapillaren pra¨pariert, die im Verlauf einer Messung um 360
◦ um die
Kapillarenachse gedreht wurden.
Fu¨r die Hochtemperaturexperimente kamen eine Huber- und eine im Haus gefertigte
Heizgabel zum Einsatz. Die Temperatur wurde u¨ber ein Pt/PtRh10-Thermoelement na-
he der Probenkapillare gemessen. Die Kalibrierung des Thermoelements erfolgte unter
Verwendung der von Enck und Dommel (1965) angegebenen Werte fu¨r die thermische
Ausdehnung von Halit.
4.2 Synchrotronstrahlungs-Diffraktometer
Es ist seit dem Bau von Synchrotronspeicherringen mo¨glich, die mit hoher Intensita¨t
und Brillanz (Anzahl von Photonen einer einheitlichen Energie pro Raumwinkel und
Zeit) vorhandene Ro¨ntgenstrahlung einer solchen Anlage fu¨r Beugungsexperimente zu
verwenden. Synchrotronstrahlung wird bei der Beschleunigung von elektrisch geladenen
Teilchen (Elektronen e− oder Positronen e+) emittiert. Die Teilchen werden hierbei in
einem Linearbeschleuniger auf relativistische Geschwindigkeit beschleunigt und dann in
einem Magnetfeld auf einer geschlossenen Bahn gehalten. Die Ablenkung der Teilchen er-
folgt dabei u¨ber Umlenkmagneten, Undulatoren oder Wiggler. Undulatoren und Wiggler
bestehen aus einer Abfolge von Magneten, die in abwechselnder Nord-Su¨d-Ausrichtung
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Abbildung 4.2: Versuchsaufbau am Bildplattendiffraktometer. Gekennzeichnet sind die
Ro¨ntgenro¨hre (a), der Monochromator (b), das Kreuzschlitzblendensystem (c), der Go-
niometerkopf mit der Probenkapillare (d), die im Hause konstruierte Heizgabel (e), der
Prima¨rstrahlfa¨nger (f), der Bildplattendetektor (g) und der Temperaturregler (h).
hintereinander geschaltet sind. Da sich die geladenen Teilchen in einem Magnetfeld auf
einer Kreisbahn bewegen, geraten sie in Undulatoren und Wigglern auf eine wellenfo¨rmige
Bahn. Bei Wigglern ist das Magnetfeld jedoch sta¨rker als bei Undulatoren. Die erzeug-
te Strahlung wird in Richtung der Bewegung der strahlenden Ladung in einem kleinen
Winkelbereich abgegeben. Die Experimente sind daher tangential um den Speicherring
angeordnet.
Am Versuchsstand (’beamline’) B2 am HASY LAB/DESY , Hamburg (Knapp et al.,
2004a) wurden Ro¨ntgenpulverdiffraktionsexperimente mit monochromatischer Synchro-
tronstrahlung der Wellenla¨nge λ=0.69835(5) A˚ durchgefu¨hrt. Es wurde ein Si-(111)-
Doppelkristallmonochromator zur Selektierung der gewu¨nschten Wellenla¨nge verwendet,
die anhand der Lage von sechs Reflexen von Silizium SRM640b (NIST, National Insitute
of Standards and Technology) verfeinert wurde. Die gebeugte Strahlung wurde mit dem
ortsfest auslesbaren Bildplattendetektor (OBI, Knapp et al., 2004b) aufgenommen. Fu¨r
die Hochtemperaturexperimente kam ein Stoe-Kapillarenofen zum Einsatz. Die Tempe-
ratur wurde u¨ber ein Ni/CrNi-Thermoelement nah an der Probenkapillare gemessen. Das
Thermoelement wurde unter Verwendung der von Pathak und Vasavada (1970) angege-
benen Werte fu¨r die thermische Ausdehnung von Halit kalibriert. Alle Diffraktogramme
wurden im ’direct beam’-Experimentaufbau gegen eine konstante Prima¨rstrahlintensita¨t
aufgenommen. Der Versuchsaufbau an der Beamline B2 ist in Abbildung 4.3 dargestellt.
24 KAPITEL 4. RO¨NTGENPULVERDIFFRAKTOMETRIE
(a)
(b)
Abbildung 4.3: Versuchsaufbau an der Beamline B2 am HASY LAB/DESY , Hamburg,
mit dem OBI-Detektor (a) und dem teilweise verdeckten Stoe-Ofen, angedeutet mit (b).
Kapitel 5
Datenauswertung
5.1 Datenreduktion bei zweidimensionalen Diffrakto-
grammen
Die Ro¨ntgenpulverdiffraktionsexperimente am Bildplattendiffraktometer ergeben zweidi-
mensionale Beugungsbilder. Die typischen Debye-Scherrer-Ringe eines solchen Diffrakto-
gramms sind in Abbildung 5.1 dargestellt.
Abbildung 5.1: Zweidimensionales Pulverdiffraktogramm von TbCaAl[Al2O7] (Melilith-
Strukturtyp) bei T =1109(11)K, aufgenommen amMAR2000-Bildplattendiffraktometer.
Das Diffraktogramm besteht hierbei aus 2000× 2000 Pixeln. Zweidimensionale Beugungs-
bilder ko¨nnen ohne eine vorhergehende spezielle Datenreduktion mit den Standardver-
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fahren der Pulverdiffraktometrie nicht ausgewertet werden, da die Intensita¨tsdaten als
Funktion von zwei Ortskoordinaten (x, y) vorliegen. Das Ergebnis dieser Datenreduktion
ist ein eindimensionales Diffraktogramm, in dem jeder gemessenen Intensita¨t ein Beu-
gungswinkel 2ϑ zugeordnet wird. Im Anschluß kann dieses Diffraktogramm mit den in 5.2
beschriebenen Techniken ausgewertet werden.
5.1.1 Geometriekorrektur
Die von einer Netzebenenschar {h k l} einer Pulverprobe abgebeugte Strahlung verteilt
sich im Idealfall gleichma¨ßig u¨ber einen Kegelmantel mit dem Gesamto¨ffnungswinkel 4ϑ.
Ist die Bildplattennormale genau parallel zur Prima¨rstrahlrichtung ~s0, ergibt der Schnitt
der Kegelma¨ntel mit der Bildplatte konzentrische Kreise um den Prima¨rstrahlfleck. In
der Regel ist die vollsta¨ndige Parallelita¨t nicht gegeben, sondern die Bildplattennorma-
le ist um einen gewissen Winkel gegen ~s0 verkippt. Daher ergeben sich aus den Ke-
gelma¨ntelschnitten Ellipsen. Als erster Schritt der Datenreduktion muss deshalb die Lage
des Prima¨rstrahls bezu¨glich der Bildplattenmitte sowie die Verkippung der Bildplatte
bezu¨glich ~s0 bestimmt werden. Bei bekanntem Abstand zwischen Probe und Bildplatte
und bekannter Wellenla¨nge ko¨nnen dann alle Pixelkoordinaten (x, y) einem entsprechen-
den Beugungswinkel 2ϑ zugeordnet werden. Diese Bestimmung erfolgt u¨ber die Anpassung
von Ellipsen an einige der Pulverringe (Hammersley et al., 1996). In dieser Arbeit wurde
die Geometriekorrektur mit Hilfe des Programms ’FIT2D’ von Hammersley (1987-2001)
durchgefu¨hrt. Der Abstand zwischen Probenkapillare und Bildplatte wurde zuvor unter
Verwendung einer in ’FIT2D’ implementierten Standardroutine aus dem Diffraktogramm
einer NaCl-Pulverprobe bestimmt.
5.1.2 Integration
Die Transformation von einem zweidimensionalen in ein eindimensionales Pulverdiffrak-
togramm bezeichnet man als Integration. Hierbei wird jedes Pixel P der Bildplatte einem
Beugungswinkelintervall i in ∆2ϑ (’bin’) zugeordnet. Dabei werden die Intensita¨ten IPi
aller Pixel innerhalb des Intervalls i addiert. Um dem Umstand Rechnung zu tragen, dass
die Zahl der Pixel im Intervall i mit zunehmendem Beugungswinkel 2ϑ zunimmt, wird
die Summe der Intensita¨ten auf die Anzahl der Pixel, NPi , im entsprechenden Intervall






Am Ende des Transformationsvorgangs erha¨lt man ein eindimensionales Pulverdiffrak-
togramm, das mit den Standardmethoden ausgewertet werden kann. Der Fehler fu¨r die
gemessene Intensita¨t Ioi an der Stelle i wird in der konventionellen Pulverdiffraktometrie
als σIoi =
√
Ioi angenommen. Chall et al. (2000) haben gezeigt, dass fu¨r mehrfach gemes-
sene Intensita¨ten bei einem Beugungswinkel eine Poisson-Verteilung der Intensita¨t mit
einer mittleren Intensita¨t I¯i und einer Standardabweichung σ =
√
I¯i beobachtet wird. In
diesem Fall kann σ numerisch aus










bestimmt werden. Die Anwendung der konventionellen Methode der Intensita¨tenfehlerbe-
rechnung fu¨hrt aufgrund der Wichtung zu nicht aussagekra¨ftigen, systematisch zu kleinen
Gu¨teparametern bei der anschließenden Rietveld-Verfeinerung. Chall et al. (2000) zeigten
allerdings, dass dies in erster Linie die Standardabweichungen der verfeinerten Parameter
beeinflusst und weniger die Werte fu¨r die Parameter selbst. Da z.B. Bindungsla¨ngen und
-winkel und deren Fehler im in dieser Arbeit fu¨r die Rietveld-Verfeinerungen verwendeten
Programm aus geometrischen Zusammenha¨ngen berechnet werden, wurden die mit dem
Programm ’FIT2D’ integrierten Diffraktogramme unkorrigiert verwendet. Die Mo¨glich-
keit einer Korrektur bietet sich z.B. mit dem Programm ’Two2One’ (Vogel, 2001; Vogel
et al., 2002).
5.2 Strukturverfeinerung: Die Rietveld-Methode
Rietveld (1967) entwickelte eine Methode zur Verfeinerung von Kristallstrukturen aus
Pulverdiffraktogrammen unter Vorgabe eines bekannten Strukturmodells. Hierbei wird
u¨ber das Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate ein vollsta¨ndiges, berechnetes Diffrakto-
gramm einem gemessenen Diffraktogramm angepasst. Das Diffraktogramm errechnet sich
aus den Strukturen der im Pulverpra¨parat enthaltenen Phasen sowie aus geometrischen
Faktoren des Experimentaufbaus und anderen instrumentellen Parametern und weiteren
Probeneigenschaften. Das Ziel des Verfahrens ist die simultane beste Anpasssung an alle










und j den j.ten Schritt in einem Diffraktogramm darstellt, welches in Schritten einer
gewissen Schrittbreite ∆(2ϑ) aufgenommen wurde. Entsprechend ist Iobsj die beim jten
Schritt beobachtete, Icalcj die bei j berechnete Intensita¨t und wj der Wichtungsfaktor, der
als reziproke Varianz der gemessenen Intensita¨t am Punkt j definiert ist. Im Standard-
verfahren, bei dem der statistische Fehler des Messwerts Iobsj als (im Gaussschen Sinne)




j , aber auch andere (nicht mit der
statistischen Theorie konforme) Wichtungen sind bekannt, z.B. wj =1/(I
obs
j )
e, mit e ≈ 2
(Toraya, 1998).
Die Intensita¨ten des berechneten Diffraktogramms setzen sich aus den strukturellen Bei-
tra¨gen der einzelnen Phasen gema¨ß Kapitel 2 und einem Beitrag durch den Untergrund
zusammen. Hierbei wird u¨ber die berechneten Beitra¨ge benachbarter Bragg-Reflexionen
in einem gewissen 2ϑ-Bereich summiert, da die einzelnen Reflexe durch Profilfunktionen
angena¨hert werden, die strenggenommen erst im Unendlichen keinen Beitrag mehr leisten.
Die berechnete Intensita¨t bei j kann angegeben werden als:




∣∣∣~F~h∣∣∣2 ϕ (2ϑj − 2ϑ~h)P~hL~hA + IBGj . (5.4)
Hierbei ist S ein Skalierungsfaktor, L~h entha¨lt den Lorentz-, den Polarisations- und den
Fla¨chenha¨ufigkeitsfaktor, P~h korrigiert eine mo¨gliche Vorzugsorientierung (Textur), und
A steht fu¨r die Absorption in der Probe. IBGj ist die Untergrundintensita¨t am Punkt j.
Fu¨r die in dieser Arbeit ausschließlich mit dem Programm ’Fullprof’ (Rodriguez-Carvajal,
2002) durchgefu¨hrten Strukturverfeinerungen wurden die Untergrundintensita¨ten durch
lineare Interpolation zwischen vorgegebenen Stu¨tzstellen bestimmt. ϕ steht fu¨r die ver-
wendete Profilfunktion. In dieser Arbeit wurde eine Pseudo-Voigt-Funktion (PV ) als Pro-
filfunktion verwendet, welche aus einem Anteil (1-η) Gauss-(G) und einem Anteil (η) einer
Lorentzfunktion (L) besteht:
PV (2ϑ) = ηL + (1− η)G. (5.5)
Die Abha¨ngigkeit der Halbwertsbreite Γ~h vom Beugungswinkel wird hierbei nach dem
Modell von Cagliotti (Cagliotti et al., 1958) dargestellt:
Γ2~h = U tan
2 θ + V tan θ + W. (5.6)
Hierbei sind U , V und W verfeinerbare Parameter. Einen ausfu¨hrlichen U¨berblick u¨ber
die Rietveld-Methode gibt z.B. Young (1993). Richtlinien fu¨r das Vorgehen bei Rietveld-
Verfeinerungen wurden von McCusker et al. (1999) aufgestellt.
Kapitel 6
Gekoppelte Substitutionen im Melilith-
Strukturtyp
In diesem Kapitel sind die Ergebnisse der Vero¨ffentlichung
L. Peters, K. Knorr, W. Depmeier
Structural variations in the solid-solution series LnxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] with 0≤ x ≤1
and Ln=La, Eu, Er,
Z. anorg. allg. Chem. (2005) im Druck,
zusammengefasst. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass ausgehend von Gehlenit sehr viel
mehr Si4+ durch Al3+ ersetzt werden kann, als durch die Lo¨wensteinsche Regel erlaubt
ist. Hierbei wird eine gekoppelte Substitution von (Ca2++Si4+) durch (Ln3++Al3+)
vorgenommen. Verbindungen der Zusammensetzungen LaxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] sowie
EuxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] beziehungsweise ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] wurden bei 1773K
und normalen atmospha¨rischen Bedingungen fu¨r ∆x=0.125 synthetisiert. Elektronen-
strahlro¨ntgenmikroanalysen ergaben, dass die Zusammensetzungen der Proben innerhalb
von 2% den nominellen Zusammensetzungen entsprachen. Rietveld-Verfeinerungen gegen
Ro¨ntgenpulverdiffraktogramme zeigten, dass die Produkte in der Raumgruppe P 4¯21m
kristallisieren, ohne dass A¨nderungen in den Wyckoff-Lagen der Ionen gegenu¨ber dem
Melilith-Strukturtyp auftreten. Abbildung 6.1 zeigt beispielhaft das Ergebnis der Rietveld-
Verfeinerung fu¨r die Er-haltige Verbindung mit x=0.5.
Alle dargestellten Verbindungen LnxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] mit 0 < x < 1 stehen im
Widerspruch zu Lo¨wensteins Regel. Die A¨nderungen der Zellparameter aller drei Misch-
kristallreihen in Abha¨ngigkeit von der Zusammensetzung x sind in Abbildung 6.2 aufge-
tragen.
Die Zellgeometrie spiegelt dabei verschiedene strukturelle Variationen wider. Der Ersatz
von Si4+ durch Al3+ fu¨hrt in allen Mischreihen zu einer vergleichbaren Vergro¨ßerung
der durchschnittlichen T 2–O-Bindungsla¨nge. Der lineare Anstieg in Abha¨ngigkeit von der
Al-Platzfraktion auf T 2, xT
2
Al , ist in Abbildung 6.3 gezeigt. Diese Abbildung demonstriert
auch die gute U¨bereinstimmung mit einem Polynom erster Ordnung, das von Jones (1968)
fu¨r die durchschnittliche T–O-Bindungsla¨nge aus Tektosilikaten abgeleitet wurde. Jones
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Abbildung 6.1: Ergebnis der Rietveld-Verfeinerung (Linie) gegen das gemessene Pulver-
diffraktogramm (Kreise) von ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] mit x=0.5. Unterhalb des Dif-
fraktogramms sind die berechneten Reflexlagen und die Differenzkurve abgebildet. Ab





























Abbildung 6.2: Zusammensetzungsabha¨ngige A¨nderung der Zellparameter a (a) und c (b)
von (LnxCa2−x)Al[Al1+xSi1−xO7], mit Ln=La3+ (Quadrate), Eu3+ (Rauten) und Er3+
(Dreiecke). Dickgedruckte Linien entsprechen polynomischen Fits an die gemessenen Da-
tenpunkte. Du¨nne Linien repra¨sentieren ein Verhalten gema¨ß der Vegardschen Regel (Ve-
gard und Dale, 1928)
(1968) untersuchte ausschließlich Verbindungen, deren Aluminiumgehalt sich in den von
Lo¨wensteins Regel geforderten Grenzen bewegte. Der Autor extrapolierte eine reine Al–
O-Bindungsla¨nge von 1.759(6) A˚, in voller U¨bereinstimmung mit unseren Ergebnissen
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(1.76(2)A˚). Daher kann Jones (1968) implizite Annahme einer linearen Abha¨ngigkeit der
T–O-Bindungsla¨nge vom Aluminiumgehalt auch fu¨r den von Lo¨wensteins Regel untersag-

















chen T 2–O-Bindungsla¨nge in
(LnxCa2−x)Al[Al1+xSi1−xO7]. Die
dickgedruckte Linie repra¨sen-
tiert die von Jones (1968) fu¨r
T–O-Bindungsla¨ngen ermittelte
lineare Funktion, du¨nne Linien
geben die Standardabweichung
fu¨r das Polynom an.
Das Koordinationspolyeder um T 1 bleibt in allen drei Mischkristallreihen durch die ge-
koppelte Substitution auf den anderen Kationenpla¨tzen faktisch unbeeinflusst, so dass
die [T 1O4]-Einheit als starrer Ko¨rper (’rigid body’) verstanden werden kann. Fu¨r T
2
wurden keine A¨nderungen der Intratetraederwinkel O–T 2–O beobachtet. Wa¨hrend auch
der Intertetraederwinkel T 1–O3–T 2 konstant bleibt, nimmt der T 2–O1–T 2-Winkel kon-
tinuierlich in allen drei Mischreihen ab. Es ist anzunehmen, dass dieses Verhalten die
wachsende Coulomb-Wechselwirkung zwischen den [T 22O7]-Einheiten und den Zwischen-
schichtkationen M reflektiert, die aus dem Ersatz von (Ca2++Si4+) durch (Ln3++Al3+)
resultiert. Die A¨nderungen in den [MO6+2]-Einheiten lassen sich in erster Linie auf die
Gro¨ße der Lanthanidenionen (Lanthanidenkontraktion) zuru¨ckfu¨hren. Wegen des wach-
senden Al-Gehalts und der damit verbundenen T–O-Bindungsla¨ngenvergro¨ßerung wu¨rden
die aus [TO4]-Einheiten aufgebauten Schichten theoretisch expandieren. Diese Expansion
wird durch den Einbau von Ln3+ unterstu¨tzt, die gro¨ßer sind als Ca2+, aber durch Ln3+
behindert, die kleiner sind als Ca2+. Die resultierende Wechselwirkung aus beiden Teil-
substitutionen kann daher sowohl unterstu¨tzend als auch kompetitiv ausfallen, was in der
unterschiedlichen A¨nderung der Zellgeometrie der Mischreihen zum Ausdruck kommt.




In diesem Kapitel sind die Ergebnisse der Vero¨ffentlichung
L. Peters, K. Knorr, M. Knapp, W. Depmeier,
Thermal expansion of gehlenite, Ca2Al[AlSiO7], and the related aluminates
LnCaAl[Al2O7] with Ln=Tb, Sm,
Phys. Chem. Miner. (2005) im Druck,
zusammengefasst. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass sich Gehlenit im Bezug auf die An-
isotropie der thermischen Ausdehnung wie eine typische Schichtstruktur verha¨lt, wa¨hrend
die isotypen Ln3+-haltigen Aluminate einen versta¨rkt dreidimensionalen Charakter auf-
weisen. Dies beruht wahrscheinlich auf sta¨rkeren Coulombschen Wechselwirkungen zwi-
schen den aus [TO4]-Einheiten aufgebauten Schichten und den Zwischenschichtkationen
M , bedingt durch die gekoppelte Substitution von (Ca2++Si4+) durch (Ln3++Al3+).
Die Analyse der Strukturdaten zeigt, dass daru¨ber hinaus lokale A¨nderungen vorliegen.
Diese temperaturabha¨ngigen Verzerrungen von Koordinationspolyedern wurden in erster
Linie fu¨r solche Polyeder beobachtet, in deren Zentren sich zwei verschiedene Ionenspe-
zies befinden. Dies gilt fu¨r die T 2-Position in Ca2Al[AlSiO7] und fu¨r die M -Lage in den
Aluminaten.
Verbindungen der Zusammensetzungen Ca2Al[AlSiO7] und LnCaAl[Al2O7] mit Ln=La,
Pr, Nd, Sm, Eu, Gd, Tb, Dy, Ho und Er wurden bei 1773K und normalen atmospha¨ri-
schen Bedingungen synthetisiert. Rietveld-Verfeinerungen gegen Ro¨ntgenpulverdiffrakto-
gramme zeigten, dass die Produkte in der Raumgruppe P 4¯21m kristallisieren. Die Isotypie
der LnCaAl[Al2O7] mit Ln=La, Pr und Sm mit Gehlenit wurde von Durif und Forrat
(1958) gezeigt.
Hochtemperaturmessungen an Ca2Al[AlSiO7] und TbCaAl[Al2O7] wurden am laboreige-
nen Bildplattendiffraktometer durchgefu¨hrt. Die Untersuchungen an SmCaAl[Al2O7] wur-
den an der Beamline B2 am HASYLAB/DESY in Hamburg vorgenommen. Die thermische
Ausdehnung und der strukturelle Expansionsmechanismus der Verbindungen wurden aus
den Rietveld-Verfeinerungen der Struktur gegen die Ro¨ntgenpulverdiffraktogramme ab-
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geleitet.
Die Tensorkomponenten αi = βi + γi∆T und die verfeinerten Zellparameter ai,0 bei
T0=273K fu¨r die drei Verbindungen sind in Tabelle 7.1 aufgefu¨hrt.
Tabelle 7.1: Verfeinerte Zellparameter ai,0 bei T0 = 273 K und thermische Ausdeh-
nungskoeffizienten βi und γi der Verbindungen TbCaAl[Al2O7], SmCaAl[Al2O7] und
Ca2Al[AlSiO7].
TbCaAl[Al2O7] SmCaAl[Al2O7] Ca2Al[AlSiO7]
i 1 3 1 3 1 3
ai,0·A˚−1 7.7086(3) 5.0588(2) 7.7391(2) 5.0895(2) 7.6774(4) 5.0686(2)
βi · 106·K 7.0(2) 8.5(2) 6.9(2) 9.344(5) 7.2(4) 15.0(1)
γi · 109·K2 2.0(2) 2.0(3) 1.7(2) 0 3.6(7) 0
Die normierten Zellparameter der drei Verbindungen als Funktion der Temperatur sind
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Symbole) und a3/a3,0 (leere
Symbole) von TbCaAl[Al2O7].
Es wird deutlich, dass sich die untersuchten Substanzen im Bezug auf die thermische Aus-
dehnung in den 〈100〉-Richtungen nahezu identisch verhalten. Daher liegt der Schluss na-
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Symbole) und a3/a3,0 (leere
Symbole) von Ca2Al[AlSiO7].
im Ausdehnungsverhalten in diesen Richtungen besteht. Wa¨hrend jedoch Ca2Al[AlSiO7]
eine deutliche Anisotropie der thermischen Ausdehnung aufweist (α33∼=2.0α11), ist dies
fu¨r die Aluminate nicht der Fall (α33∼=1.2α11).
In allen drei Substanzen vergro¨ßern sich die T 1–O3-Bindungsla¨ngen, wa¨hrend die Intrate-
traederwinkel O–T 1–O keine A¨nderungen erfahren und nahezu ’ideal’ bleiben. Wa¨hrend
sich die durchschnittliche T 2–O-Bindungsla¨nge in den Aluminaten nicht signifikant
vera¨ndert, kann in Ca2Al[AlSiO7] eine Bindungsla¨ngenvergro¨ßerung von 1.72(1) A˚ auf













            La   Ce     Pr    Nd    Pm   Sm   Eu   Gd    Tb    Dy    Ho    Er
Abbildung 7.4: c/a-Achsverha¨ltnis der LnCaAl[Al2O7] als Funktion der Ordnungszahl,
hier repra¨sentiert durch das chemische Symbol. Die Linien dienen der Veranschaulichung.
Senkrechte Pfeile symbolisieren die A¨nderung des Achsverha¨ltnisses fu¨r die Sm- und Tb-
haltigen Proben bei den Hochtemperaturexperimenten.
In den O–T 2–O-Winkeln tritt fu¨r Ca2Al[AlSiO7] und SmCaAl[Al2O7] eine A¨nderung auf,
die fu¨r eine zunehmende Verzerrung der tetraedrischen Koordinationsspha¨re spricht, die
in Gehlenit allerdings sta¨rker ist als im genannten Aluminat. Fu¨r TbCaAl[Al2O7] wurde
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keine signifikante A¨nderung in Abha¨ngigkeit von der Temperatur verzeichnet. Dies gilt
auch fu¨r die Intertetraederwinkel T–O–T . In SmCaAl[Al2O7] bleibt der Winkel zwischen
den topologisch verschiedenen Tetraedern konstant, wa¨hrend sich der Winkel zwischen
den Tetraedern der [T2O7]-Gruppe vergro¨ßert. In Ca2Al[AlSiO7] werden beide Intertetra-
ederwinkel mit zunehmender Temperatur kleiner.
Ein anderes Verhalten wurde fu¨r die [MO6+2]-Polyeder beobachtet. Fu¨r die durchschnitt-
licheM–O-Bindungsla¨nge wurde fu¨r Ca2Al[AlSiO7] keine A¨nderung beobachtet, wa¨hrend
das Polyeder in beiden Aluminaten temperaturabha¨ngig expandiert.
Daru¨ber hinaus wurde gepru¨ft, ob zwei bei Raumtemperatur beobachtete Diskonti-
nuita¨ten im c/a-Achsverha¨ltnis der LnCaAl[Al2O7] auf die Mo¨glichkeit einer tempera-
turinduzierten Phasenumwandlung hindeuten. Diese Diskontinuita¨ten sind in Abbildung
7.4 dargestellt.
Die in dieser Arbeit untersuchten Aluminate mit Ln=Sm, Tb liegen auf der jeweili-
gen rechten Seite der Diskontinuita¨t. Bei den Hochtemperaturexperimenten wurden keine
signifikanten Hinweise auf eine Diskontinuita¨t im Achsverha¨ltnis der Substanzen als Funk-
tion der Temperatur beobachtet.
Kapitel 8
Gekoppelte Substitutionen im Sodalith-
Strukturtyp
In diesem Kapitel sind die Ergebnisse des Manuskripts
L. Peters, K. Knorr, W. Depmeier
Structural variations in the solid solution series of sodalite-type
|(EuxCa2−x)4(OH)8|[(Al2+xSi1−x)4O24]-SOD
eingereicht bei Z. Kristallogr.,
zusammengefasst. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass ausgehend vom Mineral Bic-
chulit, |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD, welches mit einem Al:Si-Verha¨ltnis von 2:1 be-
reits im Widerspruch zu Lo¨wensteins Regel steht, bis hin zum Aluminatsoda-
lith |Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-SOD ein kontinuierlicher gekoppelter Austausch von
(Ca2++Si4+) durch (Eu3++Al3+) auch in einem Tektosilikat mo¨glich ist. Hierbei wird
deutlich, dass das zuvor beobachtete geha¨ufte Auftreten des Al:Si-Verha¨ltnisses von 2:1
(Bicchulit (z.B. Sahl, 1980),|Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD, Kamaishilit (Ushida und Iiya-
ma, 1981), |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD und |Dy4(MoO4)2|[Al8Si4O24]-SOD (Roth et al.,
1989)) kein ausdru¨ckliches Indiz fu¨r eine energetisch bevorzugte Al:Si-Sto¨chiometrie dar-
stellt.
Alle Proben wurden hydrothermal aus den entsprechenden Melilith-Typ-Verbindungen
(EuxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7], mit ∆x=0.125) bei T = 810 (x <0.5) bis 910 K
(0.5≤ x ≤ 1.0) und pH2O = 0.1 GPa dargestellt. Die Synthese und Stabilita¨t von
|Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD wurde ausfu¨hrlich von Gupta und Chatterjee (1978) be-
schrieben.
Elektronenstrahlro¨ntgenmikroanalysen ergaben, dass die Zusammensetzungen der Proben
innerhalb einer Schwankungsbreite von wenigen % den nominellen Zusammensetzungen
entsprachen. Rietveld-Verfeinerungen gegen Ro¨ntgenpulverdiffraktogramme zeigten, dass
die Produkte wie Bicchulit in der Raumgruppe I 4¯3m kristallisieren. Hierbei wurden in
den Pulverdiffraktogrammen keine Hinweise gefunden, die auf eine nicht-statistische Ver-
teilung von Ca2+ und Eu3+ auf der M-Position der Bicchulit-Struktur hindeuten. Fu¨r
Al3+und Si4+wurde ebenfalls eine statistische Verteilung auf der T-Position angenom-
37
38 KAPITEL 8. SUBSTITUTION IM SODALITH-TYP
men, wie es fu¨r |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD u.a. von Sahl (1980); Dann et al. (1996) und
Winkler et al. (2004) beschrieben wurde. Abbildung 8.1 zeigt beispielhaft das Ergebnis
der Rietveld-Verfeinerung fu¨r |Eu2Ca6(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD.
























Abbildung 8.1: Ergebnis der Rietveld-Verfeinerung (Linie) gegen das gemessene Pulver-
diffraktogramm (Kreise) von |Eu2Ca6(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD. Unterhalb des Diffrakto-
gramms sind die berechneten Reflexlagen und die Differenzkurve abgebildet. Ab 2ϑ> 70 ◦
wurden alle Intensita¨ten mit dem Faktor 10 multipliziert.
Der Zellparameter a der Mischkristallreihe |(EuxCa2−x)4(OH)8|[(Al2+xSi1−x)4O24]-SOD
als Funktion der Zusammensetzung x ist in Abbildung 8.2 dargestellt. Die Abha¨ngigkeit
von x ist, Vegards Regel (Vegard und Dale, 1928) folgend, linear.
Der zunehmende Al3+-Gehalt der Proben spiegelt sich in der Vergro¨ßerung der T–O-
Bindungsla¨nge wider. Der lineare Anstieg in Abha¨ngigkeit von der Al-Platzfraktion auf T
ist in Abbildung 8.3 gezeigt. Diese Abbildung demonstriert, in Analogie zu den Melilith-
Typ-Mischreihen, erneut die gute U¨bereinstimmung mit dem Polynom erster Ordnung,
das von Jones (1968) fu¨r die durchschnittliche T–O-Bindungsla¨nge aus Tektosilikaten
abgeleitet wurde.
Wa¨hrend die O–T–O Intratetraederwinkel durch die Substitution von Si4+durch Al3+
faktisch unbeeinflußt bleiben, verkleinern sich die T–O–T Intertetraederwinkel linear mit
steigendem Al-Gehalt (Abbildung 8.4a). Dies wird von einem fortschreitenden Kollaps des
SOD-β-Ka¨figs begleitet, welcher in der Vergro¨ßerung des Tilt-Winkels ϕ zum Ausdruck
kommt (Abbildung 8.4b).
Das von je drei O des Geru¨sts und der (OH)-Gruppen gebildete Oktaeder umM vera¨ndert
















Abbildung 8.2: Zusammensetzungsabha¨ngige A¨nderung des Zellparameters der Mischreihe
|(EuxCa2−x)4(OH)8|[(Al2+xSi1−x)4O24]-SOD. Die Fehler fu¨r die Zellparameter sind gerin-
ger als die abgebildeten Symbole. Die Linie dient der Veranschaulichung. Man beachte die
Gu¨ltigkeit von Vegards Regel (Vegard und Dale, 1928) fu¨r diese Mischkristallreihe.
M–O-Absta¨nde sich einander angleichen. Wa¨hrend bezu¨glich der interatomaren Absta¨nde
das Polyeder also regula¨rer wird, steigt der Verzerrungsgrad im Bezug auf die interato-
maren O–M–O-Winkel. Beide Prozesse sind in Abbildung 8.5 abgebildet.
Die beobachteten strukturellen Variationen reflektieren mit großer Wahrscheinlichkeit die
wachsenden Coulomb-Wechselwirkungen zwischen den Ka¨figkationen M und dem Tetra-
edergeru¨st, was im zunehmenden Kollaps der β-Ka¨fige und den A¨nderungen des Koordi-
nationspolyeders um M zum Ausdruck kommt.












Abbildung 8.3: Variation der T–O-Bindungsla¨nge in der Mischreihe
|(EuxCa2−x)4(OH)8|[(Al2+xSi1−x)4O24]-SOD als Funktion der Platzfraktion
xTAl=Al/(Al+Si). Die dickgedruckte Linie repra¨sentiert die von Jones (1968) fu¨r
T–O-Bindungsla¨ngen ermittelte lineare Funktion, du¨nne Linien geben die (3σ-)Stan-

























Abbildung 8.4: Variation des T–
O–T Winkels (a) und des Kosinus
des Tilt-Winkels ϕ (b) der Mischreihe
|(EuxCa2−x)4(OH)8|[(Al2+xSi1−x)4O24]-
SOD in Abha¨ngigkeit von der Zu-
































Abbildung 8.5: Variation der M–O-
(Quadrate) und M–O(H)-Absta¨nde
(Dreiecke) (a) und O–M–O- (Rauten),
O(H)–M–O- (Dreiecke) und O(H)–
M–O(H)- (Quadrate) Winkel (b) in
|(EuxCa2−x)4(OH)8|[(Al2+xSi1−x)4O24]-
SOD in Abha¨ngigkeit von der Zu-
sammensetzung x. Linien dienen der
Veranschaulichung.
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Kapitel 9
Thermisches Verhalten im Sodalith-Typ
In diesem Kapitel sind die Ergebnisse der Vero¨ffentlichung
L. Peters, K. Knorr, H. Katzke, M. Knapp, W. Depmeier
The transformation mechanism of the sodalite- to the melilite-topology: Thermal
expansion and decomposition of bicchulite-type to melilite-type compounds,
Z. Kristallogr. (2005) im Druck,
zusammengefasst. Das thermische Ausdehnungsverhalten der zwei Verbindungen wird im
ersten Abschnitt erla¨utert. Im zweiten Abschnitt wird ein Vorschlag fu¨r den mo¨glichen
Mechanismus der Transformation vom Sodalith- zum Melilith-Strukturtyp unterbreitet.
Die Synthese der SOD-Typ-Verbindungen wurde in Kapitel 8 beschrieben.
9.1 Thermische Ausdehnung
Hochtemperaturmessungen an |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD wurden am labor-
eigenen Bildplattendiffraktometer durchgefu¨hrt. Die Untersuchungen an
|Eu2Ca6(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD wurden an der Beamline B2 am HASYLAB/DESY in
Hamburg vorgenommen. Die thermische Ausdehnung und der strukturelle Expansions-
mechanismus der Verbindungen wurden aus den Rietveld-Verfeinerungen der Struktur
gegen die Ro¨ntgenpulverdiffraktogramme abgeleitet.
Die Tensorkomponenten αi = βi + γi∆T + δi(∆T )
2 und die verfeinerten Zellparameter
ai,0 bei T0 = 273 K fu¨r beide Verbindungen sind in Tabelle 9.1 aufgefu¨hrt.
Der normierte Zellparameter beider Substanzen ist in Abbildung 9.1 als Funktion der
Temperatur dargestellt.
Die thermische Ausdehnung von |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD ist dreimal gro¨ßer als die
von |Eu2Ca6(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD. Wa¨hrend sich Bicchulit gema¨ß dem Zusammen-
hang zwischen thermischer Ausdehnung und initialem Zellparameter verha¨lt, wie er von
Henderson und Taylor (1978) fu¨r Sodalithe mit einem Al:Si-Verha¨ltnis von 1:1 aufgezeigt
wurde, verha¨lt sich die Eu3+-haltige Verbindung deutlich anders. Dieser Sachverhalt ist
in Abbildung 9.2 dargestellt.
Das unterschiedliche Ausdehnungsverhalten beider Substanzen ist eng mit der unter-
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Tabelle 9.1: Verfeinerter Zellparameter a1,0 bei T= 273 K, und Koeffizienten





βi · 106·K 11.8(9) 3.4(3)
γi · 109·K2 7.3(2) 11.5(8)
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schiedlichen Abnahme des β-Ka¨fig-Kollapses korreliert, die fu¨r Bicchulit dreieinhalbmal
gro¨ßer ist als fu¨r |Eu2Ca6(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD.
In beiden Substanzen zeigen sich keine signifikanten A¨nderungen des T–O-Abstands,
wa¨hrend sich die T–T-Absta¨nde deutlich vergro¨ßern. Die O–T–O Intratetraederwin-
kel a¨ndern sich in |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD hin zu einer sta¨rkeren Verzerrung der
[TO4]-Polyeder, wa¨hrend sie in |Eu2Ca6(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD nahezu ideal bleiben.
Wie schon fu¨r die Melilith-Typ-Verbindungen beobachtet, deutet dies darauf hin, dass
diejenigen Polyeder in einer Struktur bei steigender Temperatur verzerren, die von zwei
verschiedenen Kationenspezies besetzt sind. Die A¨nderungen des Koordinationspolyeders
um die Ka¨figkationenM lassen darauf schließen, dass der [Ca4(OH)4]-Cluster in Bicchulit
von der Expansion des β-Ka¨figs nahezu unbeeinflußt bleibt, wa¨hrend das [EuCa3(OH)4]-
Cluster, vermutlich wegen der gro¨ßeren Coulombschen Wechselwirkungen, sta¨rker an die
Ka¨figexpansion gekoppelt ist. Ein a¨hnlicher Mechanismus fu¨r die thermische Ausdehnung
von SOD-Typ-Verbindungen wurde u.a. von Dempsey und Taylor (1980); Hassan und
Grundy (1984); Antao et al. (2003) beschrieben.
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Abbildung 9.2: Mittlerer thermischer Ausdehnungskoeffizient α als Funktion des initialen
Zellparameters a0 = a295K fu¨r einige Verbindungen vom SOD-Typ. Leere Quadrate re-
pra¨sentieren Daten von Henderson und Taylor (1978). Gefu¨llte Rauten entsprechen den
Werten fu¨r |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD und |Eu2Ca6(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD. Man be-
achte, dass der Wert fu¨r letztgenannte Verbindung dem beobachteten Trend, hier durch
durchgezogene Linien angezeigt, nicht entspricht. Die gestrichelte Linie steht fu¨r die von
Henderson und Taylor (1978) beobachtete Diskontinuita¨t.
9.2 Der Transformationsmechanismus vom Sodalith-
zum Melilith-Strukturtyp
Bei einer Temperatur von T =1030(10)K konnte in den Diffraktogrammen fu¨r
|Eu2Ca6(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD das Erscheinen neuer Reflexe beobachtet werden, die
als der entsprechenden Melilith-Typ-Verbindung zugeho¨rig indiziert werden konnten. Das
la¨ßt auf die thermische Zersetzung der SOD-Typ-Verbindungen zu den entsprechenden
Melilith-Typ-Verbindungen und Wasser schließen. Es wurden keine Reflexe beobachtet,
die auf die Bildung weiterer kristalliner Phasen schließen lassen, und auf die Bildung
amorpher Phasen konnte aus der Betrachtung des Diffraktogrammuntergrunds ebenfalls
nicht geschlossen werden. Bei T =1110(11)K war die Zersetzung abgeschlossen. Aufgrund
des beschra¨nkten Zeitrahmens der Experimente kann bei den Temperaturangaben jedoch
nicht von Gleichgewichtstemperaturen ausgegangen werden.
Ein mo¨glicher Umwandlungsmechanismus sollte der Tatsache Rechnung tragen, dass sich
aus einer Geru¨ststruktur, die aus zu Vier- und Sechsringen verknu¨pften Tetraedern be-
steht, eine Schichtstruktur mit zu Fu¨nfringen verknu¨pften Tetraedern bildet. Die modera-
te Zersetzungstemperatur deutet nicht auf eine vollsta¨ndige Auflo¨sung des SOD-Geru¨stes
und der nachfolgenden Neubildung der Melilith-Struktur aus kleinen tetraedrischen Ein-
heiten hin. Ein komplizierter oder kristallographisch ungerichteter Prozess des Zerfalls
wu¨rde mit großer Wahrscheinlichkeit zur, wenn auch tempora¨ren, Bildung von Fremdpha-
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sen fu¨hren. Fu¨r das Auffinden eines geeigneten Modells wurden drei Annahmen voraus-
gesetzt: i) Die Minimierung der Anzahl der zu brechenden Bindungen, ii) eine mo¨glichst
einfache geometrische Beziehung zwischen den Metriken beider Strukturen und iii) die
Reaktion sollte sich nach ihrem Beginn selbst fortpflanzen ko¨nnen.
Die Koordinatensysteme beider Strukturen wurden gema¨ß ~a′i = ~ai · P , respektive ~a′′i =
~ai · P , transformiert, um einen Vergleich zu erleichtern. Hierbei steht ~a′i fu¨r die transfor-
mierten Basisvektoren fu¨r die Melilithstruktur, ~a′′i fu¨r die transformierten Basisvektoren
der Sodalithstruktur, ~ai fu¨r die jeweiligen urspru¨nglichen Basisvektoren und P fu¨r die
Transformationsmatrix. Fu¨r die Melilith-Metrik wurde die Matrix
P =
 1 1 0−1 1 0
0 0 2
 (9.1)
gewa¨hlt und fu¨r die Sodalith-Metrik
P =
 0 1 0−1 0 1
1 0 1
 (9.2)




] angenommen. Die resultierende Aufstel-
lung ist exemplarisch fu¨r die Tetraederzentren T beider Strukturen in Abbbildung 9.3
dargestellt. Aus Gru¨nden der besseren Vergleichbarkeit wurden fu¨r beide Strukturen die
Zellparameter a′i der Melilith-Verbindung verwendet.
Ein einfacher Weg, die Sodalith-Geru¨ststruktur in eine anna¨hernde Schichtstruktur zu
transformieren, wa¨re, drei Bindungen pro β-Ka¨fig entlang einer 〈110〉-Richtung zu bre-
chen, wie in Abbildung 9.4 schematisch dargestellt. Das Aufbrechen dieser Bindungen
ko¨nnte z.B. durch das austretende Wasser verursacht werden. Unter dieser Annahme
wa¨ren sechs verschieden orientierte Melilith-Typ-Doma¨nen zu erwarten. Im Zweipha-





3=10.236(2) A˚ und die tranformierten Zellparameter der
SOD-Verbindung wurden zu a′′1 = a
′′
3 =12.602(1) A˚ und a
′′
2 =8.911(1) A˚ berechnet. Unter
Beru¨cksichtigung, dass im tetragonalen System a1= a2, und unter der Annahme der einfa-
chen Mittlung u¨ber die a′′1 und a
′′
2 Zellparameter der SOD-Verbindung, wird mit unserem
Modell ein tetragonaler Zellparameter a1,2=10.757(1) A˚ fu¨r den sich bildenden Melilith-
Typ vorausgesagt. Dieser Wert ist in guter U¨bereinstimmung (2% Abweichung) mit dem
experimentellen Befund.
Die Verschiebungen der T-Zentren bei der Transformation sind in Abbildung 9.5 darge-
stellt. Die T-Zentren auf den speziellen Lagen (0, 0, 0), den Fla¨chen-, Kanten- und der
Raummitte a¨ndern dabei ihre Lage nicht. Die verbleibenden T-Kationen ko¨nnen wieder-
um in zwei Untergruppen eingeteilt werden. Die Kationen der ersten Untergruppe wer-
den ausschließlich nahezu parallel zur [001]-Richtung verschoben, wa¨hrend die u¨brigen
zusa¨tzlich eine Verschiebung auf der Fla¨chendiagonale der ~a′′1-~a
′′
2-Ebene durchlaufen. Wie
in Abbildung 9.5 (c) gezeigt wird, fu¨hrt die antiparallele Verschiebung der entsprechenden
vier T-Zentren pro Schicht zur Bildung der Fu¨nfringe, indem vier Bindungen gebrochen
und vier neue Bindungen geknu¨pft werden. Die antiparallele Verschiebung fu¨hrt dabei




Abbildung 9.3: Schematische Darstellung der SOD-Struktur (a-c) entlang den trans-
formierten [100]- (a), [010]- (b), [001]- (c) und der Melilith-Struktur (d-f) entlang der
transformierten [100]- (d), [010]- (e) und [001]- (f) Richtungen. Kugeln repra¨sentieren
T-Kationen, schwarze Linien stehen fu¨r T–T-Absta¨nde. Die grauen Linien repra¨sentie-
ren Verknu¨pfungen von [TO4]-Polyedern, die im initialen Schritt der Transformation ge-
brochen werden mu¨ssen. Fu¨r beide transformierten Zellen wurden die Zellparameter der
Melilith-Verbindung zu Grunde gelegt, um den Vergleich zu erleichtern.
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Abbildung 9.4: Schematische
Darstellung eines Sodalith-
β-Ka¨figs entlang der [001]-
Richtung. Kugeln repra¨sentieren
T-Kationen, schwarze Linien
stehen fu¨r T–T-Absta¨nde. Die
grauen Linien repra¨sentieren
diejenigen Verknu¨pfungen von
[TO4]-Polyedern, die im initia-
len Schritt der Transformation
gebrochen werden mu¨ssen.
mit einiger Wahrscheinlichkeit zur Angleichung der Zellparameter a′′1 und a
′′
2 der SOD-
Typ Verbindung, worauf das Erscheinen der 4¯-Symmetrie im Melilith-Typ (an Stelle der
Spiegelebene in SOD) zuru¨ckzufu¨hren ist.
Abbildung 9.6 zeigt zwei charakteristische T–T Zickzack-Ketten, die in beiden Topologien
in der Projektion entlang der transformierten [001]-Richtung ein typisches Merkmal dar-
stellen. Eine dieser Ketten ist in der Projektion in beiden Strukturen nahezu kongruent,
da sie aus T-Zentren zusammengesetzt ist, die sich bei der Transformation u¨berwiegend
in [001]-Richtung bewegen. Die zweite Kette kann in der Projektion vom SOD-Typ durch
eine Spiegelung an der entsprechenden Fla¨chendiagonale in die Kette des Melilith-Typs
u¨berfu¨hrt werden.
Man beachte, dass das hier vorgestellte Transformationsmodell keine zwingende Ordnung
der Kationen auf den im Melilith-Typ topologisch verschiedenen T 1- und T 2-Positionen
bewirkt. Es ist zu erwarten, dass bei dem sich bei der thermischen Zersetzung bildenden
Melilith Al/Si-Unordnung auf beiden tetraedrisch koordinierten Positionen auftritt. Hier-
bei ist auf beiden Lagen eine Al:Si-Verteilung entsprechend der absoluten Sto¨chiometrie
anzunehmen. Eine Ordnung beider Spezies tritt mo¨glicherweise bei ho¨heren Temperatu-
ren auf, wenn die fu¨r die Diffusion von Al3+- und Si4+-Kationen beno¨tigte thermische
Energie zur Verfu¨gung steht. Aus der Analyse von Ro¨ntgendiffraktionsexperimenten kann
u¨ber diesen Sachverhalt keine abschließende Aussage getroffen werden.









(a), [010]- (b) und [001]- (c)
Richtungen. Kugeln repra¨sen-
tieren T-Kationen, schwarze
und graue Linien stehen fu¨r
T–T-Absta¨nde im Sodalith-
respektive Melilith-Typ.
Graue Pfeile kennzeichnen die
Verschiebungen der T-Zentren
wa¨hrend der Transformation.
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Abbildung 9.6: U¨bereinanderge-
legte Projektion der transfor-
mierten Sodalith-und Melilith-
Strukturen entlang der trans-
formierten [001]-Richtung. Ku-
geln repra¨sentieren T-Kationen,
schwarze und graue Linien stehen
fu¨r T–T-Absta¨nde im Sodalith-
respektive Melilith-Typ. Graue
Pfeile kennzeichnen die Verschie-
bungen der T-Zentren wa¨hrend
der Transformation. Man be-
achte die unterschiedliche Chira-
lita¨t einer der Ketten in den bei-





In diesem Kapitel sind die Ergebnisse der Vero¨ffentlichung
L. Peters, K. Knorr, P. Schmid-Beurmann, W. Depmeier,
On the volume of solid solutions: an anisotropic approach
Phys. Chem. Miner. (2005) im Druck,
zusammengefasst. Es wird anhand eines Beispiels gezeigt, dass die ga¨ngige Praxis, Vo-
lumendaten mit Polynomen anzupassen, um die entsprechenden ’bulk’-Gro¨ßen fu¨r die
Abha¨ngigkeit des Volumens von der Zusammensetzung zu erhalten, zu Fehlinterpretatio-
nen fu¨hren kann. Es wird der Vorschlag unterbreitet, die Strain-Tensor-Komponenten und
die thermodynamisch relevanten Volumendaten direkt aus den erhaltenen polynomialen
Ausdru¨cken fu¨r die Zellparameter zu berechnen. Anhand eines monoklinen Beispielsystems
wird gezeigt, dass diese Methode auch fu¨r Systeme mit niedriger Symmetrie praktikabel
ist.
10.1 Definitionen
Unter Verwendung des Molenbruchs der Komponente k, xk, wird der ’compositional
strain’-Tensor [ϕij] definiert als:
[εij] = [ϕij] ∆xk, (10.1)
wobei [εij] den linearen Strain-Tensor nach Lagrange und ∆x eine Zusammenset-
zungsa¨nderung darstellt. Dieser Ansatz ist in vollsta¨ndiger Analogie zum etablierten
Strain-Tensor-Konzept. [ϕij] ist dabei nur fu¨r 0 ≤ xk ≤ 1 definiert und dimensionslos.
Die Tensorkomponenten ϕij werden aus den an die Zellparameter angepassten Polyno-
men gewonnen. Die Zellparameter ai ko¨nnen hierbei mit Funktionen des Typs:
ai(x) = ai,0
[
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modelliert werden, was fu¨r den orthogonalen Fall bedeutet, dass (χi+ξix+ζix
2+...) ein
Ausdruck der Tensorkomponente ϕii ist.
Der Volumenverzerrungskoeffizient (’bulk deformation coefficient’) wird in Analogie zur










und ist gleichbedeutend mit der ’compositional expansion’,γV , die von Hazen und Finger
(1982) formuliert wurde. Aufgrund der Eigenschaft, dass x0 immer 0 ist, wird ∆xk durch







vereinfacht. Aufgrund dieser Vereinfachung kann der Volumenkoeffizient nicht mehr als





[1 + ϕi(xk)xk]− 1
xk




wobei die ϕi die Tensorkomponenten bei xk in Hauptachsenform darstellen. Unter an-
derem ergibt sich fu¨r das molare Exzessvolumen V¯ ex einer bina¨ren Mischreihe mit den
Endgliedern A und B der Ausdruck:
V¯ ex = V˜A[1 + ψ(xB)xB)]− V˜A [1 + xBψ(xB = 1)]
= xBV˜A [ψ(xB)− ψ(xB = 1)] .
(10.6)
10.2 Beispiel: ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7]
Die Zellparameter a1 und a3 der Mischreihe ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] wurden (siehe
Kapitel 6) aus den Rietveldverfeinerungen der Struktur gegen die Ro¨ntgenpulverdif-
fraktogramme abgeleitet. Abbildung 10.1 zeigt die Zellparameter der Mischkristalle in
Abha¨ngigkeit von der Zusammensetzung x. An die Datenpunkte wurden u¨ber das Ver-
fahren der kleinsten Fehlerquadrate Polynome entsprechend Gleichung 10.2 angepasst.
Die erhaltenen polynomischen Ausdru¨cke wurden im Folgenden fu¨r die Berechnung
des auftretenden Exzessvolumens der Mischreihe gema¨ß den Gleichungen 10.5 und
10.6 verwendet, wobei auch eine Vertauschung der Endglieder vorgenommen wur-
de. Abbildung 10.2 zeigt das Exzessvolumen der Mischreihe fu¨r die Endgliederwahl
ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] und Abbildung 10.3 fu¨r die vertauschte Wahl der Endglieder,




























Abbildung 10.1: Zusammensetzungsabha¨ngige Variation der Zellparameter a1 (Dreiecke)
und a3 (Quadrate) der Mischreihe ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7]. Dickgedruckte Linien ent-
sprechen polynomischen Anpassungen, wa¨hrend die du¨nne Linie ein Verhalten gema¨ß der
Vegardschen Regel (Vegard und Dale, 1928) anzeigt. Die Fehler fu¨r die Zellparameter sind
kleiner als die angegebenen Symbole.
Er1−xCa1+xAl[Al2−xSixO7]. Die exemplarische Anpassung beider traditioneller Standard-
exzessfunktionen gema¨ß Kapitel 3 ergibt fu¨r die Mischreihe ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7]
eine signifikante Asymmetrie der Mischung mit den Wechselwirkungsparametern WA = 0
und WB = −3.4(6). Diese Asymmetrie wird jedoch durch die unvorteilhafte Streuung
der Werte fu¨r die Zellparameter ausschließlich vorgeta¨uscht, wie aus Abbildung 10.1 und
auch, unter Beru¨cksichtigung von 3σ fu¨r die Koeffizienten der Polynome, Abbildung 10.2
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deutlich wird. Im Rahmen der experimentellen Auflo¨sung kann also keine signifikante Mi-
schungsasymmetrie begru¨ndet angenommen werden. Dass diese Kernaussage unabha¨ngig
















Abbildung 10.2: Exzess-Zellvolumen der Mischreihe ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] in
Abha¨ngigkeit von der Zusammensetzung, x. Die dickgedruckte Linie entspricht dem aus
den Polynomen fu¨r die Zellparameter berechneten Exzessvolumen, die Datenpunkte wur-
den direkt aus den gemessenen Zellparametern berechnet. Die grau hinterlegte Region
markiert den Fehlerbereich fu¨r das Exzessvolumen, der aus den begrenzenden Polynomen
(unter Verwendung von 3σ fu¨r die Koeffizienten) abgescha¨tzt wurde. Die du¨nne Linie ent-
spricht der traditionellen Exzessfunktion, die direkt an die Volumendatenpunkte angepaßt
wurde.
10.3 Beispiel: Ca-freie Clinopyroxene
Angel et al. (1998) untersuchten 14 Mischkristalle einer Ca-freien P21/c-Clinopyroxen (Pi-
geonit) Mischreihe. Aus der Auswertung von Pulverdiffraktogrammen wurden die Zellpa-
rameter a1, a2, a3 und a5(β) bestimmt. Die Autoren nahmen polynomische Anpassungen
der Zellparameter und des Volumens vor.
In dieser Arbeit wurden die Daten von Angel et al. (1998) erneut mit Polynomen an-
gepasst, deren Form in Gleichung 10.2 angegeben ist. Die Abha¨ngigkeit der Zellparame-
ter der FexMg1−xSiO3-Clinopyroxene ist in Abbildung 10.4 dargestellt. Die Datenpunkte
stammen aus der Arbeit von Angel et al. (1998).
Mit Hilfe der aus dem Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate gewonnenen Polynome fu¨r
die Zellparameter wurden mit den in Kapitel 3 aufgefu¨hrten Gleichungen die Tensorkom-
ponenten ϕij bestimmt. Der Tensor wurde auf Hauptachsenform transformiert und die Vo-
lumengro¨ße ψ in Abha¨ngigkeit von der Zusammensetzung berechnet. Unter Verwendung
von Gleichung 10.6 wurde ein Ausdruck fu¨r das Exzessvolumen der Mischung bestimmt.
















Abbildung 10.3: Exzess-Zellvolumen der Mischreihe Er1−xCa1+xAl[Al2−xSixO7] in
Abha¨ngigkeit von der Zusammensetzung, x. Die dickgedruckte Linie entspricht dem aus
den Polynomen fu¨r die Zellparameter berechneten Exzessvolumen, die Datenpunkte wur-
den direkt aus den gemessenen Zellparametern berechnet. Die grau hinterlegte Region
markiert den Fehlerbereich fu¨r das Exzessvolumen, der aus den begrenzenden Polynomen
(unter Verwendung von 3σ fu¨r die Koeffizienten) abgescha¨tzt wurde.
Wie in Abbildung 10.5 erkennbar, tritt in der untersuchten Mischreihe, in U¨bereinstim-
mung mit den Ergebnissen von Angel et al. (1998), kein signifikantes Exzessvolumen auf.
Das hergeleitete Exzessvolumen ist in sehr guter U¨bereinstimmung mit den experimentell
bestimmten Werten. Ein gutes Indiz fu¨r das Fehlen eines signifikanten Exzessvolumens
ist die Tatsache, dass sich aus den begrenzenden Polynomen (unter Verwendung von 3σ
fu¨r die Koeffizienten) einmal ein geringes positives und einmal ein geringes negatives
Exzessvolumen ableiten ließe.


































































Abbildung 10.4: Variation der Zellparameter a1 (a), a2 (b), a3 (c) und a5 (d) der P21/c-
Clinopyroxene als Funktion der Zusammensetzung, x. Datenpunkte stammen aus der
Arbeit von Angel et al. (1998). Dickgedruckte Linien entsprechen den angepassten Po-
lynomen entsprechend Gleichung 10.2. Du¨nne Linien repra¨sentieren ein Verhalten gema¨ß
















Mischreihe als Funktion der
Zusammensetzung. Die dickge-
druckte Linie entspricht dem
aus den Polynomen fu¨r die
Zellparameter hergeleiteten Ex-
zessvolumen. Datenpunkte sind
direkt aus den experimentell be-
stimmten Zellparametern (Angel
et al., 1998) berechnet. Die grau
hinterlegte Region markiert den
Fehlerbereich fu¨r das Exzessvolu-
men, der aus den begrenzenden
Polynomen (unter Verwendung
von 3σ fu¨r die Koeffizienten)




In der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, dass durch den gekoppelten Austausch
von (Si4++Ca2+) durch (Al3++Ln3+) Lo¨wensteins Regel (Lo¨wenstein, 1954) sowohl
im Melilith- als auch im Sodalith-Strukturtyp systematisch und kontinuierlich gebro-
chen werden kann. Es wurden die Mischkristallreihen LaxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7],
EuxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] und ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] (Melilith-Typ) sowie
|(EuxCa2−x)4(OH)8|[(Al2+xSi1−x)4O24]-SOD (Sodalith-Strukturtyp) dargestellt und
die strukturellen Variationen im Bezug auf die gekoppelte Substitution u¨ber Ro¨ntgen-
pulverbeugungsexperimente charakterisiert.
Der Ersatz von Si4+ durch Al3+ fu¨hrt in beiden Strukturtypen zu einer vergleichbaren
Verla¨ngerung der durchschnittlichen T–O-Bindung. Die lineare Abha¨ngigkeit der T–O-
Bindungsla¨nge von der Zusammensetzung folgt exakt der Extrapolation von Jones (1968),
der den Zusammenhang zwischen Bindungsla¨nge und Al3+-Gehalt fu¨r Aluminosilikate im
von Lo¨wensteins Regel ’erlaubten’ Zusammensetzungsbereich dokumentierte. Dieses Ver-
halten weist darauf hin, dass keine grundsa¨tzliche A¨nderung des Mischungsverhaltens
von Al3+ und Si4+ beim U¨berschreiten der von Lo¨wenstein (1954) postulierten Grenzlinie
auftritt. Entgegen der intuitiven Erwartung, dass ein Bruch von Lo¨wensteins Regel zu
spektakula¨ren strukturellen Auffa¨lligkeiten fu¨hren wu¨rde, zeigen sich in den dargestell-
ten Verbindungen keine strukturellen Phasentransformationen, keine U¨berstrukturen und
keine Mischungslu¨cken. Hingegen wird deutlich, dass der gekoppelte Ersatz in erster Linie
eine Versta¨rkung der Coulombschen Wechselwirkungen zwischen den Teilstrukturen in
beiden Strukturtypen bewirkt, ein Verhalten, das kristallchemisch allerdings kaum Ra¨tsel
aufgibt.
Diese Einscha¨tzung wird durch die Hochtemperaturexperimente besta¨rkt, die fu¨r die un-
tersuchten Melilith-Typ-Aluminate TbCaAl[Al2O7] und SmCaAl[Al2O7] einen versta¨rkt
dreidimensionalen Charakter im Vergleich zu Ca2Al[AlSiO7] dokumentieren. Eine signifi-
kante Reduktion der thermischen Ausdehnung aufgrund von gro¨ßeren elektrostatischen
Wechselwirkungen wurde auch fu¨r |Eu2Ca6(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD im Vergleich mit
|Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD deutlich.
Es darf daher davon ausgegangen werden, dass die ’Aluminium-Vermeidungs-Regel’ einen
Sachverhalt beschreibt, der de facto nicht exklusiv fu¨r den Ersatz von Si4+ durch Al3+
beobachtet werden kann. A¨hnliche energetische Effekte sind durch auftretende Gitterver-
zerrungen zu erwarten, wenn zwei verschieden große und verschieden geladene Ionen auf
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einer kristallographischen Position gemischt werden. Daru¨ber hinaus ist zu bedenken, dass
ein solcher Ersatz stets Teil einer gekoppelten Substitution ist und die Ko-Substitution
einen nicht unerheblichen Einfluss auf die Mo¨glichkeit oder Unmo¨glichkeit des kontinuier-
lichen und vollsta¨ndigen Ersatzes hat. So deuten erste Vorversuche darauf hin, dass, im
Gegensatz zum Melilith-Typ, im SOD-Typ ausgehend von |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD
ein vollsta¨ndiger Ersatz von (Si4++Ca2+) durch (Al3++La3+) mit großer Wahrschein-
lichkeit nicht mo¨glich ist, wa¨hrend (Al3++Er3+) eine geeignete Ionenpaarung darzustel-
len scheint. Dieses Verhalten ist vermutlich auf die unterschiedlichen Ionenradien der
Ln3+ zuru¨ckzufu¨hren (La3+ 1.16 A˚ in [8]-Koordination, 1.032 A˚ in [6]-Koordination, Eu3+
1.066 A˚, respektive 0.947 A˚, Er3+ 1.004 A˚, 0.89 A˚; zum Vergleich: Ca2+1.12 A˚, 1.00 A˚, z.B
Shannon und Prewitt (1969, 1970); Shannon (1976); Liebau (1985)).
Es ist auffa¨llig, dass sowohl im Melilith-Typ als auch im Sodalith-Typ eine große Va-
riabilita¨t der Zusammensetzung dokumentiert ist. Man kann also beide Strukturtypen
im Hinblick auf die Stabilita¨t gegen chemischen Ersatz als ’flexibel’ bezeichnen. Obwohl
auch in dieser Arbeit keine Systematik vorgelegt werden kann, die einen Kausalzusammen-
hang zwischen speziellen Eigenschaften eines Strukturtyps und dem mo¨glichen Bruch von
Lo¨wensteins Regel knu¨pft, kann eine weitere Gemeinsamkeit der betrachteten Struktur-
typen ins Feld gefu¨hrt werden. Sowohl in der idealen Sodalith-Struktur (z.B. Hammonds
et al., 1996) als auch in der der Melilith-Struktur nahe verwandten Fresnoit-Struktur
(Ho¨che, 2004) tritt fu¨r jeden Wellenvektor ~k mindestens eine so genannte ’rigid-unit-’Mode
(RUM) auf. Eine RUM kann als Vibration verstanden werden, bei der ein strukturelles
Polyeder (z.B. ein [TO4]-Tetraeder) rotiert oder auch ausgelenkt werden kann, ohne da-
bei verzerrt zu werden. Diese ’rigid-unit-modes’ haben eine Frequenz nahe oder gleich
Null, daher ist der Energieaufwand fu¨r die Rotation oder Auslenkung minimal oder Null.
Hieraus la¨ßt sich schliessen, dass sowohl im Melilith- als auch im Sodalith-Strukturtyp
durch Substitutionen auftretende, lokale Verzerrungen durch RUMs auf einer sehr kleinen
ra¨umlichen Skala abgebaut werden ko¨nnen. Es erscheint mo¨glich, dass das Auftreten einer
Vielzahl solcher RUMs den systematischen und kontinuierlichen Bruch von Lo¨wensteins
Regel in einem Strukturtyp begu¨nstigt.
Es erscheint daher ratsam, in weiteren Strukturtypen einen gekoppelten Austausch von
(Si4++Ca2+) durch (Al3++Ln3+) vorzunehmen, um anhand einer breiteren Datenba-
sis die Gemeinsamkeiten in den Eigenschaften derjenigen Strukturtypen zu ermitteln, in
denen der Ersatz vorgenommen werden kann.
Daru¨ber hinaus sind interessante technische Anwendungen von Al-reichen mikroporo¨sen
Strukturen denkbar, deren Ursache in der versta¨rkten negativen Ladung eines Al-reichen
Geru¨stes begru¨ndet liegt. So soll in absehbarer Zukunft mit der Synthese Al-reicher Ln-
haltiger Zeolithe vom Linde-Typ A begonnen und gepru¨ft werden, ob sich die Fa¨higkeit
des Wirtsgeru¨stes, z.B. scha¨dliche Gase aufzunehmen, mit steigendem Al-Gehalt erho¨ht.
Abschließend kann noch angemerkt werden, dass die Dogmatisierung einer Regel zu einer
Selbstbeschra¨nkung von Wissenschaft fu¨hrt, wenn diese Regel als striktes Gesetz ausgelegt
wird. Lo¨wensteins Regel ist und bleibt zweifelsfrei ein wichtiges und nu¨tzliches Instrument
in der Kristallchemie der Aluminosilikate, die Gu¨ltigkeit der Regel muss allerdings fu¨r den
Einzelfall gezeigt und darf nicht a priori vorausgesetzt werden.
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Structural variations in the solid–solution series 
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Abstract 
Gehlenite, Ca2Al[AlSiO7], has melilite–type structure with space group mP 124 . It contains 
two topologically distinct positions coordinated tetrahedrally by oxygen. One is completely 
occupied by Al3+, whereas the other one contains Al3+ and Si4+. Normally, the Al3+ molar 
fraction in the second tetrahedrally coordinated position does not exceed xAl = 0.5, i.e. the so–
called Loewenstein–rule is obeyed. In this contribution the structural variations in the melilite–
type compounds of the compositions LaxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7], EuxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] and 
ErxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] are discussed. All members of the solid solution except the end–
members violate Loewenstein's rule. Rietveld refinements against X–ray powder diffraction 
patterns confirm that the compounds have space group mP 124 , without changes in the 
Wyckoff–positions of the ions compared to gehlenite. 
Keywords: Coupled substitution, Loewenstein's rule, Melilite, Alumosilicates, Lanthanides 
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Strukturelle Variationen in den Mischkristallreihen 
LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] mit 0 ≤ x ≤ 1  und Ln = La, Eu, Er 
Inhaltsübersicht 
Gehlenit, Ca2Al[AlSiO7], ist eine Verbindung des Melilith–Strukturtyps mit der 
Raumgruppe mP 124 . In diesem Strukturtyp existieren zwei topologisch verschiedene, 
tetraedrisch von Sauerstoff koordinierte Positionen, von denen eine vollständig durch Al3+, die 
andere jeweils zur Hälfte durch Al3+ und Si4+ besetzt ist. Normalerweise übersteigt der Al–
Molenbruch auf der zweiten Position hierbei xAl = 0.5 nicht, d.h. die sogenannte Löwensteinsche 
Regel wird befolgt. In dieser Arbeit werden die strukturellen Variationen der Melilith–Typ 
Verbindungen der Zusammensetzungen LaxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7], EuxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] und 
ErxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] diskutiert. Alle Mischglieder, außer den Endgliedern, verletzen 
Löwensteins Regel. Rietveld–Verfeinerungen gegen Röntgenpulverdiffraktogramme bestätigen, 
dass alle Verbindungen die Raumgruppe mP 124  haben, ohne dass Änderungen in den 
Wyckoff–Lagen der Ionen gegenüber Gehlenit auftreten. 
Introduction 
As Loewenstein [1] stated, “one of the most important features of the modern theory of silicates 
is the double role of aluminium, which can substitute for silicon in tetrahedra […]”. 
Loewenstein based his rule, which is also known as aluminium–avoidance–rule, on the 
observation that “in all known cases […] the maximum substitution is 50%”. This led him to 
conclude that “no two aluminium ions can occupy the centers of tetrahedra linked by one 
oxygen”. 
While the validity of the rule could be confirmed for the majority of cases, counter–examples 
are known, e.g. the rare mineral bicchulite, Ca8[Al8Si4O24](OH)8, which is of sodalite–type 
structure [2]. Despite the established counter–examples, the strong, if not obsessive, belief in the 
universality of the rule misled several authors to stop their experiments and calculations at the 
Al/Si ratio of 0.5, without even considering to explore the compositional regions beyond this 
limit, using the argument of Loewenstein’s rule. 
 
A wide variety of previous works on materials crystallizing in the melilite type structure has 
been published. The structural formula of the eponymous mineral melilite can be written as 
(Na,Ca)2(Mg,Al)[(Al,Si)2O7] and a general formula of melilite–type compounds can be given as 
][ 72212 XTTM . The corresponding aristotype has space group mP 124  [3], with M at Wyckoff–
position 4e (x, x+½, z), T1 at 2a (0, 0, 0), T2 at 4e (x, x+½, z), and X at 2c (½, 0, z), 4e (x, x+½, z) 
and 8f (x, y, z) (e.g. [4]). The unit cell contains two formula units. It is well established that 
certain compounds of melilite type show modulated structures (e.g. [5]). Fig. 1 gives schematic 
drawings of the structure along the lattice vectors c and a. It has been shown that the atomic 
positions in this structure can be occupied by a large number of different ions, i.e. Sr, Ca, Ba, 
Eu, Ce, La, Pr, Nd, Pb, Na on the M–position, Cu, Cd, Fe, Mn, Zn, Co, Mg, Ga, Al, Be on the 
T1–position and Si, Ge, Ga and Al on the T2–position (see e.g. [6], for a detailed bibliography). 
Usually, the X–position is occupied by oxygen; however, it can be replaced by sulfur [6] or 
nitrogen [7] in some cases. Solid solutions have been synthesized, e.g. in the series 
LaCaGa[Ga2–xAlxO7] [8]. Just recently, single crystals of Nd–bearing compounds  
NdxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] have been grown from the melt by the Czochralski–method. Their 
optical properties have been studied in view of their potential use as laser material. The authors 
avoided any issue of Loewenstein's rule, perhaps due to the very small Nd–concentrations of 
only up to 2% [9]. 
The aim of this work is to discuss the structural effects of the continuous and complete 
substitution of Al3+ for Si4+ on the T2–position of the melilite–type structure for a series of 
compositions. In order to ensure charge balance, a trivalent cation is being introduced on the M–
position. Different Ln3+–ions (Ln3+=La3+, Eu3+, Er3+) were chosen for this purpose, because their 
ionic radii closely resemble the ionic radius of Ca2+. Compounds of the composition  
LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] could be synthesized and characterized. 
 
Experimental  
Stoichiometric mixtures of CaCO3, Ln2O3, γ–Al2O3 and SiO2 (Aerosil ) corresponding to 
nominal compositions of LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] with ∆x = 0.125 were successively heated 
from 673 K to 1773 K at normal pressure and under ambient atmospheric conditions in platinum 
crucibles with repeated grinding of the products. The heat treatment at 1773 K was repeated 
until the X–ray patterns looked single–phased. High–resolution powder diffractograms for 
Rietveld refinements were taken at a Bruker–AXS D8–diffractometer. It operates in parallel 
beam geometry, having parabolic multi–layer optics and an asymmetrically cut ("v–groove") 
monochromator as primary optics, producing Cu Kα1–radiation. The detector was a Braun 
position–sensitive detector (PSD) operated at a step width of ∆2ϑ = 0.0085°. The program 
"'Fullprof" [10] was used for the Rietveld refinements. Structure refinements were carried out, 
using the atomic positions of gehlenite [11] as starting model. The compositions of the 
compounds were determined by electron microprobe analysis on a Jeol JXA 8900 RL. For each 
composition, 10 to 15 microanalyses were performed. Corundum (crn657s_20kV), Ln–
phosphates (LnPO4_20kV) and wollastonite (wolMAC_20kV) were used as standards for the 
microanalyses. 
 
Results and discussion 
Synthesis of all compounds could be achieved by the successive replacement of Si by Al on the 
T2–position. This was continuously possible between xAl = 0.5 ("allowed"), which is realized e.g. 
in the mineral gehlenite, Ca2Al[AlSiO7], and the corresponding aluminates with xAl=1 
("allowed"), via a coupled substitution of (Ln3++Al3+) for (Ca2++Si4+). Compounds of 
compositions LaxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7], EuxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] and ErxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] 
with 0 ≤ x ≤ 1 could be obtained. Microprobe analyses confirmed that the composition of the 
samples was within 2% of the nominal composition. It is believed that the deviations are mainly 
related to experimental challenges with the microprobe–analysis, e.g. the unfavourable grain 
shape and the porosity of the samples.  
All products were powders with grain sizes up to 30 µm. X–ray powder diffractograms were 
taken to check the phase content of the products. In some samples one extra line, not belonging 
to the melilite–type compound, persisted, very slowly decreasing in intensity while continuing 
the heat treatment. This line could be identified as the strongest peak of the YAG–homologues 
Ln3Al2[Al3O12]. Because of the minimal quantity («5 weight–%) of the impurity, the extra line 
was excluded from the subsequent treatment of the X–ray patterns. Only for the Er–samples 
with x=1 and x=0.875, it was necessary to include the structural model for Er3Al2[Al3O12] in a 
two–phase refinement. The result was less than 8 weight–% of Er3Al2[Al3O12] in both samples. 
Fig. 2 shows a plot from the Rietveld refinement of Er0.5Ca1.5Al[Al1.5Si0.5O7] as a representative 
example for a diffraction pattern and the quality of the refinements. Bragg–R–values are around 
0.07 to 0.10 with Rwp around 0.08 to 0.13. χ2 ranges from 1.1 to around 1.3. Table 1 lists 
composition and lattice parameters of all samples studied. All compositions x with 0 < x < 1 
violate Loewenstein’s rule. The changes of the lattice parameters a and c for all three solid 
solution series are shown in Figs. 3 and 4, respectively. Some unexpected features are worth 
being mentioned and call for an explanation. Generally, the relative changes in the lattice 
parameters with increasing La/Al–content are up to four times larger than the corresponding 
changes with increasing Eu/Al–content at the same x. Nevertheless, both changes are positive, 
which is not the case for the substances containing Er. Here, the whole unit cell shrinks with 
increasing Er/Al–content. This finding is counterintuitive, taking into account that the ionic 
radius of Al3+ (0.39Å in [4]–coordination, [12],[13],[14]) is much larger than the ionic radius of 
Si4+ (0.26Å). While for the Eu–compounds the relative change in the lattice parameter a is 
larger than in c, the contrary is true for the La–bearing compounds. For the Er–compounds the 
relative change in c is larger than the change in a. This, and the fact that for all solid solution 
series a different deviation from Vegard's rule [15] can be observed, leads to a different 
behaviour of the series' c/a ratio in dependence on x, as shown in Fig. 5. With increasing x the 
c/a ratio decreases linearly for the solid solution series EuxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7], increases non–
linearly for the series LaxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] and decreases non–linearly for the series  
ErxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7]. Hence, the substitution on the M–position seems to have stronger 
influence on the geometry of the cell than the substitution on the T2–site. This becomes even 
more obvious from Table 2. Passing from the largest ion, La3+ (1.16Å in [8]–coordination, 
1.032Å in [6]–coordination; [11], [12], [13]), through the intermediate–sized Eu3+ (1.066Å, 
0.947Å, respectively) to the smallest one, Er3+ (1.004Å, 0.89Å, respectively; for comparison: 
Ca2+, 1.12Å, 1.00Å, respectively), the 'sign' of every relative change in the lattice 'flips' at least 
once. 
The atomic positions in LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] are given in Table 3 to 5 for Ln=La,  Eu, Er, 
respectively. They do not change significantly over the whole compositional range for all solid 
solution series. Instead, all changes in the cell dimensions can be explained by deformation and 
rotation mechanisms of the M and T coordination polyhedra. In view of the observed different 
behaviour of the solid solution series, this calls for an explanation. The most obvious 
explanation is that the geometrical differences between the solid solution series at identical x are 
induced by the substitution at the M–position rather than due to the substitution of Al3+ for Si4+ 
at the T2–position.  
In the three solid solution series studied no significant deviation from the ideal tetrahedra–angle 
of 109.5° is observed for the T1–position. The T1—O3 bond lengths are constant (1.74(2) Å). 
Consequently, the [T1O34]–unit can be further regarded as a rigid body and not regarded as the 
source for the different behaviour of the three series. For the T2–intratetrahedral angles (117(1)° 
(2X), 102(1)° (3X), 114(1)°), no significant changes were found either. Not surprisingly, the 
increasing Al–content is reflected in the average T2—O bond length. It increases linearly from 
1.69(2) Å in gehlenite to 1.76(2) Å in the aluminates, as shown in Fig. 6. This graph also shows 
good accordance with the first order polynomial of Jones [16], who described the dependence of 
the mean tetrahedral T—O bond length in alumosilicates on the Al–content. Note, that this 
polynomial was derived from framework structures only and only in the compositional range 
"allowed" by Loewenstein's rule. By extrapolation, Jones derived a value of 1.759(6) Å for the 
pure Al—O bond, in full agreement with our results. 
The two distinct intertetrahedral angles behave different. The T1—O3—T2 angle (117(1)°) does 
not change significantly over the whole compositional range for all three solid solutions. The 
T2—O1—T2 angle, which describes the oxygen bridge connecting the tetrahedra in the [T22O7]–
group, shows a slight and continuous decrease. The decrease is similar for all three solid 
solution series, varying from 134(1)° in gehlenite to 130(1)° for the aluminates. A 
demonstrative explanation for this behaviour might be the larger ionic radius of Al3+ and the 
lower charge of Al3+ with respect to Si4+, which leads to a more negative formal charge of the 
[T22O7]–group. In the mineral melilite, NaCaAl[Si2O7], this group has the formal charge –6, in 
the mineral gehlenite –7 and in the compounds LnCaAl[Al2O7] –8, respectively, while the 
positive charge at the M–position, here caused by the substitution of Ln3+ for Ca2+, increases 
continuously. As a consequence, the coulomb–interactions between the oxygen ions of the 
tetrahedra–layers and the M–cations can be expected to increase continuously with increasing x.  
The most significant changes in the structure that represent the major differences between the 
three solid solution series, are found in the coordination of the M–cations. The coordination 
polyhedron, consisting of 8 O–atoms, has usually (e.g. [17]) been described as a distorted 
quadratic antiprism. In order to facilitate its distortion mechanism, we prefer to describe its 
geometry as bicapped trigonal prism. This is justified by the fact that there are 6 bonds of 
almost equal length (~2.5Å, depending on the actual composition) forming the prism and 2 
significantly longer bonds (M—O3: ~2.9Å) capping two of the prisms faces. The M—O–bond 
lengths of the three series' end–members with x=0 and x=1, respectively, are given in Table 6. 
While the significant changes for the La–bearing series point towards an increase of the 
MO[6+2]–polyhedron's volume, in the Er–bearing compound the volume decreases. In the Eu–
bearing compound, some bonds increase in length, others decrease in length. The changes in the 
latter series are least pronounced, because the ionic radius of Eu3+ is the most similar of the Ln 
chosen, compared to Ca2+. The behaviour of the MO[6+2]–polyhedron (and the relative change of 
the lattice parameters) therefore probably primarily reflects the difference in the size of the Ln 
(lanthanides' contraction).  
 
Conclusions 
The observed changes in the structure cannot be reduced to one of the two substitutions 
represented by a change in x. Nevertheless, it seems probable that the significant differences 
between the three series are 'triggered' by the interlayer–cations M. We conclude that, because 
of the increasing Al–content and the related T—O bond length change, the layers would 
theoretically expand. Consequently, the c / a–ratio would decrease. However, the expansion of 
the tetrahedral conformation is supported by M–ions larger than Ca2+, while it is obviously 
hindered by M–ions smaller than Ca2+. The resulting interaction therefore might as well be 
supportive as competitive, which is reflected in the different changes of the cell geometry in the 
three series. The high influence of the size of the M–cations on the structural properties of 
melilite–type compounds has been reported before [18]. Finally, it can be concluded that, 
despite the fact that a formation of one nearest neighbour Al—O—Al–linkage plus one nearest 
neighbour Si—O—Si–linkage instead of the formation of two Al—O—Si–linkages is in 
principle energetically unfavourable (e.g. [19]), there is no reason to doubt the existence of 
thermodynamically stable alumosilicates with a molar fraction of aluminium exceeding 
xAl = 0.5. Hence, we recommend treating Loewenstein's rule [1] indeed as a rule, rather than a 
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Table 1: Compositional dependence of the lattice parameters a and c for the solid solutions LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7], 
Ln=La, Eu, Er 
Ln= La Eu Er 
x a/[Å] c/[Å] a/[Å] c/[Å] a/[Å] c/[Å] 
1.00(2) 7.8054(1) 5.1623(1) 7.7272(1) 5.0819(1) 7.6838(1) 5.0436(1) 
0.88(2) 7.7865(1) 5.1503(1) 7.7235(1) 5.0806(1) 7.6801(1) 5.0413(1) 
0.75(2) 7.7717(1) 5.1410(1) 7.7190(1) 5.0791(1) 7.6819(1) 5.0436(1) 
0.63(2) 7.7558(1) 5.1280(1) 7.7152(1) 5.0780(1) 7.6856(1) 5.0474(1) 
0.50(2) 7.7416(1) 5.1178(1) 7.7116(1) 5.0774(1) 7.6846(1) 5.0490(1) 
0.38(2) 7.7270(1) 5.1042(1) 7.7060(1) 5.0744(1) 7.6842(1) 5.0520(1) 
0.25(2) 7.7088(2) 5.0913(2) 7.7003(1) 5.0730(1) 7.6872(1) 5.0575(1) 
0.13(2) 7.6994(2) 5.0789(1) 7.6936(1) 5.0689(1) 7.6867(1) 5.0622(1) 
0.00(2) 7.6866(1) 5.0668(1) 7.6866(1) 5.0668(1) 7.6866(1) 5.0668(1) 
Table 2: Relative changes of lattice parameters a, c in LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] as function of Ln; "+" represents 
"positive", "–" represents "negative", "0" indicates no change 
Ln= La Eu Er 
Relative change in a + + – 
Relative change in c + + – 
Deviation from Vegard's 
rule in a – + 0 
Deviation from Vegard's 
rule in c + + – 
change in c/a + – – 
character of change in c/a non–linear linear non–linear 
Table 3: Fractional coordinates for atoms in LaxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] 
x 0.00(2) 0.13(2) 0.25(2) 0.38(2) 0.50(2) 0.63(2) 0.75(2) 0.88(2) 1.00(2) 
M x/a 0.3391(3) 0.3393(4) 0.3389(3) 0.3391(3) 0.3391(2) 0.3389(3) 0.3392(3) 0.3391(3) 0.3401(2) 
 z/c 0.5129(4) 0.5112(6) 0.5120(9) 0.5099(6) 0.5112(7) 0.5091(8) 0.5084(9) 0.5076(7) 0.5083(8) 
T2 x/a 0.1439(4) 0.1451(7) 0.1435(6) 0.1465(7) 0.1452(5) 0.1426(7) 0.1443(7) 0.1428(8) 0.1433(7) 
 z/c 0.9581(5) 0.9601(9) 0.961(1) 0.958(1) 0.961(1) 0.960(1) 0.963(2) 0.963(1) 0.963(2) 
O1 z/c 0.173(2) 0.176(3) 0.178(4) 0.174(3) 0.180(3) 0.184(4) 0.188(5) 0.182(4) 0.182(5) 
O2 x/a 0.145(1) 0.141(2) 0.145(1) 0.142(1) 0.145(1) 0.141(2) 0.147(2) 0.144(2) 0.143(2) 
 z/c 0.280(1) 0.281(2) 0.284(2) 0.289(2) 0.284(2) 0.291(2) 0.287(3) 0.291(2) 0.300(3) 
O3 x/a 0.090(1) 0.089(1) 0.089(1) 0.089(1) 0.090(1) 0.087(1) 0.090(1) 0.089(1) 0.091(2) 
 y/b 0.162(1) 0.167(2) 0.162(1) 0.164(1) 0.161(1) 0.161(2) 0.161(2) 0.159(2) 0.159(2) 
 z/c 0.808(1) 0.805(1) 0.807(1) 0.804(1) 0.807(2) 0.805(2) 0.810(2) 0.811(2) 0.807(2) 
Bov/(Å2) 2.41(5) 2.80(8) 2.41(7) 2.66(6) 1.76(5) 2.24(6) 2.19(6) 2.01(6) 1.56(5) 
 
Table 4: Fractional coordinates for atoms in EuxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] 
x 0.00(2) 0.13(2) 0.25(2) 0.38(2) 0.50(2) 0.63(2) 0.75(2) 0.88(2) 1.00(2) 
M x/a 0.3391(3) 0.3395(3) 0.3398(2) 0.3397(2) 0.3391(2) 0.3404(2) 0.3405(2) 0.3398(2) 0.3398(2) 
 z/c 0.5129(4) 0.5119(4) 0.5121(5) 0.5131(5) 0.5116(5) 0.5117(7) 0.5109(7) 0.5106(7) 0.5104(6) 
T2 x/a 0.1439(4) 0.1442(5) 0.1441(4) 0.1447(7) 0.1433(5) 0.1450(6) 0.1442(6) 0.1456(7) 0.1451(5) 
 z/c 0.9581(5) 0.9569(6) 0.9581(7) 0.9580(1) 0.958(1) 0.960(1) 0.961(1) 0.959(2) 0.960(1) 
O1 z/c 0.173(2) 0.179(2) 0.182(2) 0.177(4) 0.179(3) 0.184(4) 0.184(4) 0.187(4) 0.188(4) 
O2 x/a 0.145(1) 0.143(1) 0.145(1) 0.143(2) 0.141(1) 0.141(1) 0.143(1) 0.142(2) 0.145(1) 
 z/c 0.280(1) 0.282(1) 0.290(1) 0.296(2) 0.289(2) 0.296(2) 0.294(2) 0.299(2) 0.301(2) 
O3 x/a 0.090(1) 0.088(1) 0.088(1) 0.087(1) 0.090(1) 0.086(1) 0.089(1) 0.092(1) 0.093(1) 
 y/b 0.162(1) 0.164(1) 0.163(1) 0.163(2) 0.164(1) 0.164(1) 0.164(1) 0.157(2) 0.156(1) 
 z/c 0.808(1) 0.810(1) 0.807(1) 0.805(2) 0.807(1) 0.801(2) 0.806(2) 0.805(2) 0.806(2) 
Bov/(Å2) 2.41(5) 1.68(5) 2.05(5) 2.28(7) 1.78(5) 1.62(5) 2.05(5) 1.64(5) 1.59(4) 
 
Table 5: Fractional coordinates for atoms in ErxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] 
x 0.00(2) 0.13(2) 0.25(2) 0.38(2) 0.50(2) 0.63(2) 0.75(2) 0.88(2) 1.00(2) 
M x/a 0.3391(3) 0.3390(2) 0.3393(2) 0.3392(2) 0.3397(2) 0.3395(2) 0.3397(2) 0.3400(2) 0.3398(2) 
 z/c 0.5129(4) 0.5133(3) 0.5143(4) 0.5140(3) 0.5150(4) 0.5143(3) 0.5152(4) 0.5153(4) 0.5152(4) 
T2 x/a 0.1439(4) 0.1439(3) 0.1431(4) 0.1442(4) 0.1439(4) 0.1437(7) 0.1458(7) 0.1465(7) 0.1446(5) 
 z/c 0.9581(5) 0.9574(4) 0.9558(4) 0.9573(4) 0.9570(4) 0.9577(4) 0.960(1) 0.959(1) 0.959(1) 
O1 z/c 0.173(2) 0.173(2) 0.175(2) 0.181(2) 0.183(3) 0.190(4) 0.179(4) 0.189(5) 0.187(3) 
O2 x/a 0.145(1) 0.144(1) 0.142(1) 0.144(1) 0.143(1) 0.145(2) 0.143(2) 0.141(2) 0.142(1) 
 z/c 0.280(1) 0.285(1) 0.290(1) 0.289(1) 0.297(1) 0.291(2) 0.295(2) 0.300(2) 0.309(2) 
O3 x/a 0.090(1) 0.088(1) 0.090(1) 0.091(1) 0.090(1) 0.091(2) 0.094(2) 0.091(2) 0.090(1) 
 y/b 0.162(1) 0.166(1) 0.163(1) 0.164(1) 0.161(1) 0.161(2) 0.156(2) 0.160(2) 0.160(1) 
 z/c 0.808(1) 0.806(1) 0.807(1) 0.804(1) 0.803(1) 0.799(2) 0.806(2) 0.800(3) 0.797(1) 
Bov/(Å2) 2.41(5) 1.87(3) 1.60(4) 1.94(4) 1.62(4) 3.13(6) 1.89(5) 2.04(5) 1.88(3) 
 
Table 6: Bond lengths M—O in Å in LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] with Ln=La, Eu, Er, for x=0 and x=1. Bold numbers 
indicate the most significant changes 
Ln=  La Eu Er 
x 0 1 1 1 
M—O1 2.45(2) 2.44(2) 2.40(2) 2.40(2) 
M—O2 2.42(2) 2.42(2) 2.38(2) 2.39(2) 
M—O2 (2X) 2.58(2) 2.57(2) 2.55(2) 2.49(2) 
M—O3 (2X) 2.43(2) 2.48(2) 2.43(2) 2.39(2) 
M—O3 (2X) 2.86(2) 2.91(2) 2.90(2) 2.84(2) 









Fig. 1: Principal drawing of the melilite structure along the c–axis (a), and the a–axis (b). Small spheres are 
representing oxygen, large spheres M–ions, light grey tetrahedra are called T1, dark tetrahedra forming [T2O7]–units 
are called T2. 
Fig. 2: Plot of the Rietveld–refinement of Er0.5Ca1.5Al[Al1.5Si0.5O7]. Circles represent measured intensity and the solid 
line stands for the calculated intensity. Vertical lines indicate the positions of the Bragg–reflections; below, the 
difference curve is shown. From 2ϑ 70° to 120° all intensities were scaled by the factor 10. 
Fig.3: Relative change of the lattice parameter a of the solid solutions LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] with Ln = La 
(squares) , Eu (diamonds) and Er (triangles). Bold lines correspond to polynomial fits, while the thin lines represent a 
behaviour corresponding to Vegard's rule. The error bars of the relative changes are smaller than the symbols given. 
Fig.4: Relative change of the lattice parameter c of the solid solutions LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] with Ln = La 
(squares) , Eu (diamonds) and Er (triangles). Bold lines correspond to polynomial fits, while the thin lines represent a 
behaviour corresponding to Vegard's rule. The error bars of the relative changes are smaller than the symbols given. 
Fig.5: Change of the axis ratio c/a of the solid solutions LnxCa2–xAl[Al1+xSi1–xO7] with Ln = La (squares), Eu 
(diamonds), Er (triangles). The curves are polynomial fits to the data. The error bars of the c/a–ratio data are smaller 
than the symbols given. 
Fig.6: Change of the average T2—O bond length as function of the molar fraction xAl on the T2– site. The thick solid 
line represents the linear function for T—O bond lengths and thin lines represent the standard deviation, both given 
by Jones (1968) 
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Abstract The thermal expansion of gehlenite,
Ca2Al[AlSiO7], (up to T=830 K), TbCaAl[Al2O7] (up
to T=1100 K) and SmCaAl[Al2O7] (up to T=1024 K) has
been determined. All compounds are of the melilite structure
type with space group P 4¯21m. Thermal expansion data was
obtained from in situ x-ray powder diffraction experiments
in-house and at HASYLAB at the Deutsches Elektronen
Synchrotron (DESY) in Hamburg (Germany). The thermal
expansion coefficients for gehlenite were found to be:
α1 = 7.2(4) · 10−6 ·K−1 + 3.6(7) · 10−9∆T ·K−2 and
α3 = 15.0(1) · 10−6·K−1. For TbCaAl[Al2O7] the respec-
tive values are:
α1 = 7.0(2) · 10−6·K−1 + 2.0(2) · 10−9∆T ·K−2 and
α3 = 8.5(2) · 10−6·K−1 + 2.0(3) · 10−9∆T ·K−2, and the
thermal expansion coefficients for SmCaAl[Al2O7] are:
α1 = 6.9(2) · 10−6·K−1 + 1.7(2) · 10−9∆T ·K−2 and
α3 = 9.344(5) · 10−6·K−1.
The expansion-mechanisms of the three compounds are
explained in terms of structural trends obtained from Ri-
etveld refinements of the crystal structures of the compounds
against the powder diffraction patterns. No structural phase
transitions have been observed. While gehlenite behaves like
a ’proper’ layer structure, the aluminates show increased
framework structure behaviour. This is most probably
explained by stronger coulombic interactions between the
tetrahedral conformation and the layer-bridging cations due
to the coupled substitution (Ca2++Si4+)-(Ln3++Al3+) in
the melilite-type structure.
Key words Gehlenite – melilite – coupled substitution –
thermal expansion
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1 Introduction
1.1 The melilite-type structure
The general formula of melilite-type compounds is
M2T
1[T 22X7]. The crystal structure of melilite was first
described by Warren (1930). The aristotype has space group
P 4¯21m, with M at Wyckoff-position 4e (x, x+½, z), T 1
at position 2a (0, 0, 0), T 2 at 4e (x, x+½, z), and X at the
positions 2c (½, 0, z), 4e (x, x+½, z) and 8f (x, y, z) (e.g.
Malinovskii and Panina , 1996). The unit cell contains Z=2
formula units. Certain compounds of the melilite-type show
modulated structures (e.g. McConnell et al. , 2000). Fig. 1
gives idealized drawings of the structure along the lattice
vectors a1 and a3.
A wide variety of work on compounds crystallizing in the
melilite-type structure has been published so far. The atomic
positions in this structure can be occupied by a large number
of different ions (e.g. Teske , 1985). Sr, Ca, Ba, Eu, Ce, La, Pr,
Nd, Sm, Gd, Pb and Na have been found on the M -position,
Cu, Cd, Fe, Mn, Zn, Co, Mg, Ga, Al, Be, Si, B and Ge may
be accommodated on the T 1-position and Si, Ge, Ga, B and
Al on the T 2-positions. Usually the X position is occupied
by oxygen, but oxygen has been replaced by sulfur (Teske ,
1980, 1985) or nitrogen (Lauterbach and Schnick , 1999) in
some cases.
1.2 Rare-Earth elements in the melilite-type structure
Gehlenite, doped with Ln and having the composition
NdxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] (with x = 0.005 and 0.02),
was reported to have lasing properties (Lejus et al. , 1996).
Many of the LnCaAl[Al2O7] materials exhibit interesting
optical effects, which, however, have not yet been studied
in detail, e.g. the alexandrite-effect in NdCaAl[Al2O7] and
HoCaAl[Al2O7], or the fluorescence in EuCaAl[Al2O7] and
TbCaAl[Al2O7]. Due to the lanthanides contraction, the lat-
tice parameters of LnCaAl[Al2O7] show a general decreas-
ing trend from LaCaAl[Al2O7] to ErCaAl[Al2O7]. Two pos-
sible discontinuities in the c/a axial ratio as a function of
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Fig. 1 Schematic view of the melilite structure along
(a) the [001]-axis and (b) the [100]-axis. Small
spheres represent oxygen, large spheres M -ions,
light grey tetrahedra stand for T 1-positions and dark
tetrahedra forming [T2O7]-units contain T 2. Note
the tetrahedral layers parallel (001).
the atomic number of Ln can be deduced from fig. 2, one
between NdCaAl[Al2O7] and SmCaAl[Al2O7] and the other
between GdCaAl[Al2O7] and TbCaAl[Al2O7]. Isotypy of the
LnCaAl[Al2O7] compounds and gehlenite was shown by
Durif and Forrat (1958). Note that in that work Ho3+ was
the smallest of the Ln3+ to form a stable compound of the
melilite-type structure. Since that time, this series has been
extended to include Er3+, while Tm3+, Yb3+ and Lu3+ form
YAG-like garnets under the synthesis conditions used.
As a first step towards understanding the complex be-
haviour of coupled substitutions, the structural effects which
are caused by a substitution on the T 2-position (Si4+-Al3+)
and on the M -position (Ca2+-Ln3+) of the melilite struc-
ture type may be studied. In this work, we attempt to inter-
pret the thermal expansion and the underlying structural data
obtained by in situ high-temperature x-ray powder diffrac-
tion experiments. A recent review on the thermal expansion
in crystals was given by Ku¨ppers (2003). The motivation for
our present work was to study whether the observed ’gaps’
in the axial ratio (fig. 2) could be continuously ’filled’ during
the expansion process or whether a discontinuous behaviour,
indicating a phase transition, could be observed. The Ln =
Sm and Tb compounds have been chosen due to the fact that
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Fig. 2 Axial ratio c/a of LnCaAl[Al2O7] as a func-
tion of the atomic number, here represented by their
chemical symbols. Lines are guides to the eye. Verti-
cal arrows display the change of the axial ratio in our
high-temperature experiments for the Sm- and Tb-
bearing compounds, respectively.
both lie at the low ratio side of the respective discontinuity in
fig. 2.
2 Experimental
The title compounds were prepared from CaCO3 (Alfa
Aesar, 99.95%), Ln2O3 (Auer − Remy, 99.9%), γ-Al2O3
(Alfa Aesar, 99.997%) and SiO2 (Caelo, Aerosil®200).
Stoichiometric mixtures were decarbonated by successive
heating from 673 K to 1273 K for about 12 h. Afterwards, the
samples were repeatedly tempered under normal atmospheric
conditions at 1773 K for up to 700 h in platinum crucibles
with repeated grinding of the products. The sintering at 1773
K was continued until the product was single-phased within
the detection limit of x-ray diffraction. The phase content was
checked with a conventional Siemens D500 Bragg-Brentano
diffractometer and a high-resolution Bruker AXS D8 diffrac-
tometer.
The high-temperature diffraction experiments were per-
formed in-house using a commercial (Huber) and a home-
made ∪-shaped resistance furnace for the measurements on
TbCaAl[Al2O7] and Ca2Al[AlSiO7], respectively. The tem-
perature was measured by a Pt/PtRh10-thermocouple near the
sample capillary (SiO2-glass). The thermocouple was cali-
brated using the NaCl thermal expansion data of Enck and
Dommel (1965). Mo-Kα radiation was used for the diffrac-
tion experiments with a MAR2000 image-plate detector.
Diffractograms of TbCaAl[Al2O7] and Ca2Al[AlSiO7] were
taken in steps of about ∆T = 25 K. Above T = 646 K the step
size was increased to about ∆T = 50 K for Ca2Al[AlSiO7].
The maximum temperatures were 1100 K and 830 K, re-
spectively. The integration of the two-dimensional image-
plate diffractometer data obtained in-house was performed
using the program ’fit2D V 10.132’ (Hammersley/ ESRF
, 2001). The high-temperature diffraction experiments with
SmCaAl[Al2O7] were performed at the B2 powder diffrac-
tometer (HASYLAB at DESY, Hamburg (Germany), Knapp
et al. , 2004/1). Monochromatic synchrotron radiation of
wavelength λ=0.69835(5) A˚ was used for the diffraction ex-
periments. The wavelength was refined via a standard least
squares method from the angular position of 6 reflections
of NIST SRM640b silicon. The diffracted radiation was
recorded using the on-site readable image-plate OBI detec-
tor (Knapp et al. , 2004/2). All diffractograms were measured
against the monitored primary intensity. A Stoe capillary
heating device was used for in situ diffraction experiments
with temperature steps of about ∆T = 25 K up to 1024 K. The
temperature was measured by a Ni/CrNi-thermocouple near
the sample capillary (SiO2-glass). The thermocouple was cal-
ibrated using the NaCl thermal expansion data of Pathak and
Vasavada (1970). A temperature error of 1 % of the absolute
temperature was estimated for all high-temperature experi-
ments reported here.
The program ’Fullprof’ (Rodriguez-Carvajal , 2002) was
used for all Rietveld refinements.
3 Results and discussion
The gehlenite structure as reported by Malinovskii and Pan-
ina (1996) was used as starting model for the Rietveld refine-
ments. For the aluminates, Ln was placed at the M -position
and Si replaced by Al on the T 2-position of the structure.
Figs. 3, 4 and 5 show the normalized lattice parameters
of TbCaAl[Al2O7], SmCaAl[Al2O7] and Ca2Al[AlSiO7], re-
spectively, as a function of temperature.
For these tetragonal compounds, the tensor of thermal ex-
pansion consists only of the two independent componentsα11
and α33. In the following, the components are referred to as
αi, representing the tensor components of the tensor in main-
axes shape. The temperature dependence of the coefficients
can be expressed as αi = βi + γi∆T . The coefficients βi
and γi, and the refined lattice parameters ai,0 at T0 = 273 K
in:
ai,T = ai,0[1 + (βi + γi(T − T0))(T − T0)] (1)
were obtained from the lattice parameters as a function of
temperature, using a standard least squares method and are
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given in table 1. Within experimental resolution no signifi-
cant differences in the thermal expansion of TbCaAl[Al2O7]
and SmCaAl[Al2O7] can be detected. This points to a very
similar expansion mechanism for both compounds. By way
of contrast, gehlenite, Ca2Al[AlSiO7], clearly behaves dif-
ferently.
Most importantly, there is significant anisotropy in the
thermal expansion tensor components for Ca2Al[AlSiO7]
(α33∼= 2.0α11). The anisotropy is much smaller for
TbCaAl[Al2O7] and SmCaAl[Al2O7], with α33∼= 1.2α11.
On the other hand, the thermal expansion along the 〈100〉-
directions is virtually equal for the three substances stud-
ied. This might be interpreted as an indication that there is
no significant difference between alumosilicate-layers and
pure aluminate-layers with respect to the thermal expansion
along 〈100〉. In the [001]-direction the behaviour of gehlen-
ite and the aluminates is clearly different. The axial ratio
increases continuously, from 0.6603(1) to 0.6624(1) (about
0.3 %) in gehlenite, from 0.6577(1) to 0.6583(1) (0.09 %) in
the Sm-bearing compound and from 0.6562(1) to 0.6571(1)
(0.1 %) for the compound containing Tb. The changes for
the latter two compounds are displayed in fig. 2 as ver-
tical arrows. Note that the ’gaps’ in the c/a-ratio of the
LnCaAl[Al2O7] could not be completely closed, certainly
because the necessary temperature was not reached in any
of the high-temperature experiments. Nevertheless, no dis-
continuities, indicative of a possible phase transition, could
be found in the behaviour of the c/a- ratio of all compounds
studied.
The mechanisms of the structural expansion could be de-
rived from the Rietveld refinements. Bond lengths and an-
gles of all three compounds at room temperature and the
corresponding maximum temperature are given in tables 2
and 3, respectively. Atomic coordinates and Rietveld statis-
tics for all compounds at all temperatures are deposited
as electronic supplementary material (http://link.springer.de).
Rietveld statistics values for the refinements against the
synchrotron data are typically of the order of RP = 7.5,
RWP = 9.5, and χ2 = 9.5. For the image-plate data obtained
in-house, these values are typically RP = 2.0, RWP = 2.0,
and χ2 = 0.1. It is well known that χ2-values from image-
plate data are systematically too low due to the weighting
scheme, which does not account for proper counting statis-
tics of multiply measured intensities. However, in a previ-
ous study (Chall et al. , 1999) it could be shown that only
the standard deviations of the final structural parameters are
affected, rather than the parameters themselves. Hence, the
e.s.d.s from the Rietveld refinements, corrected by the SCOR
value (Berar’s formular), were used. In the following, the ex-
pansion mechanisms are discussed for each of the coordi-
nation polyhedra in terms of bond length changes. For the
tetrahedra, the variation of the intra-tetrahedral (O–T–O) and
inter-tetrahedral (T–O–T ) angles is also considered.
In the [T 1O34]-tetrahedron the length of the (T 1–O3)-
bond increases (from 295 K to the maximum temperature)
in each of the compounds. The length-changes for the alu-
minates are numerically not significant, but the tendency be-
comes obvious from the refined data. The intra-tetrahedral
angles (O–T–O) remain ideal within the experimental error
for the [T 1O34]-tetrahedra of all compounds. Note that the
changes shown in tables 2 and 3 are usually larger for gehlen-
ite, even for the smaller temperature range covered by the ex-
periment, compared to the Ln-bearing compounds.
The mean (T 2–O)-bond length (1.75(1) A˚) does not
change significantly for either aluminate. In gehlenite,
the mean (T 2–O)-bond length increases from 1.72(1) to
1.78(2) A˚. While for the aluminates all (T 2–O)-bonds stay
constant in length, the [T 2O4]-tetrahedron grows signifi-
cantly during the temperature increase in gehlenite and only
the (T 2–O2)-bond stays constant. This is probably due to the
fact that O2 is unique amongst the oxygens, because it is not
involved in the formation of the tetrahedral layer. However, it
is of great importance for the coordination polyhedron of M ,
where it is involved in three of the six ’short’ (M–O)-bonds.
A similar behaviour can be seen in the intra-tetrahedral angles
of the [T 2O4]-tetrahedra forming the [T 22O7]-groups. No
significant changes can be observed for the Tb-compound.
In the Sm-bearing compound only those angles stay constant,
which do not include the O2 ion. The changes of the other an-
gles tend to increase the distortion of the [T 2O4]-tetrahedron.
This is a general trend for all observed angular changes. For
gehlenite, the changes are most pronounced.
Similar results are obtained from the analysis of the
temperature dependent behaviour of the inter-tetrahedral an-
gles [T–O–T ]. For the Tb-compound, no significant change
can be observed. In the Sm-compound, the angle between
the topologically different tetrahedral positions stays con-
stant, while the inter-tetrahedral angle in the [T 22O7]-group
increases. Again, in gehlenite, the changes are most pro-
nounced. Both angles decrease with increasing temperature.
The marked difference between gehlenite and the two
aluminates is probably due to the different compositions of
the [T 2O4]-tetrahedra. While in the aluminates Al is the
only tetrahedrally coordinated ion, half of the T 2-positions
in gehlenite are occupied by Si. This 1:1 occupancy might
explain the larger distortion of this polyhedron with temper-
ature, because Al and Si can be expected to react differently
on changes in temperature, which correlates directly with the
differences in the corresponding (T–O)-bond lengths. This
idea is further supported by the observation that the T 1-
coordination polyhedron behaves virtually identically in all
three structures. This tetrahedron is centered by Al in all three
cases. However, this reasoning does not explain the differ-
ences between the aluminates.
The (M–O)-bond lengths in gehlenite do not change sig-
nificantly over the whole temperature range. In contrast to
this, the bond lengths in the [M–O(6+2)]- coordination poly-
hedron change upon heating in both aluminates. In the Sm-
bearing aluminate, the two ’weak’ and the two short (M–
O3)-bonds stay constant, whereas the remaining (M–O)-
bond lengths increase. In the Tb-compound all (M–O)-bond
lengths increase with increasing temperature. As the changes
are small, the corresponding data should be considered to ex-
press a trend, rather than a statistically confirmed fact. It be-
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Fig. 3 Temperature dependence of the normal-
ized lattice parameters a1/a1,0 (filled symbols) and
a3/a3,0 (empty symbols) of TbCaAl[Al2O7].
Fig. 4 Temperature dependence of the normal-
ized lattice parameters a1/a1,0 (filled symbols) and
a3/a3,0 (empty symbols) of SmCaAl[Al2O7].
Fig. 5 Temperature dependence of the normal-
ized lattice parameters a1/a1,0 (filled symbols) and
a3/a3,0 (empty symbols) of Ca2Al[AlSiO7].
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Table 1 Refined lattice parameters ai,0 at T0 = 273 K, and thermal expansion coefficients βi and γi for the compounds TbCaAl[Al2O7],
SmCaAl[Al2O7] and Ca2Al[AlSiO7].
TbCaAl[Al2O7] SmCaAl[Al2O7] Ca2Al[AlSiO7]
i 1 3 1 3 1 3
ai,0·A˚−1 7.7086(3) 5.0588(2) 7.7391(2) 5.0895(2) 7.6774(4) 5.0686(2)
βi · 106·K 7.0(2) 8.5(2) 6.9(2) 9.344(5) 7.2(4) 15.0(1)
γi · 109·K2 2.0(2) 2.0(3) 1.7(2) 0 3.6(7) 0
Table 2 Bond lengths (A˚) of Ca2Al[AlSiO7], TbCaAl[Al2O7] and SmCaAl[Al2O7] at room temperature and the corresponding maximum
temperature (K). Bold numbers indicate changes with respect to increasing temperature which are statistically significant and/or considered
relevant and therefore discussed in the text.
Ca2Al[AlSiO7] TbCaAl[Al2O7] SmCaAl[Al2O7]
T (K) 295 830 295 1100 295 1024
T 1–O3 (4×) 1.77(2) 1.82(2) 1.77(1) 1.79(1) 1.72(2) 1.76(2)
T 2–O3 (2×) 1.65(1) 1.73(2) 1.73(1) 1.73(1) 1.74(2) 1.74(2)
T 2–O1 1.75(2) 1.87(2) 1.78(1) 1.78(1) 1.77(2) 1.77(2)
T 2–O2 1.81(2) 1.81(2) 1.73(1) 1.73(1) 1.75(3) 1.73(3)
M–O1 2.30(2) 2.30(2) 2.36(1) 2.41(1) 2.36(1) 2.45(2)
M–O2 2.33(2) 2.33(2) 2.41(1) 2.44(1) 2.41(1) 2.45(1)
M–O3 (2×) 2.45(2) 2.45(2) 2.42(1) 2.45(1) 2.48(1) 2.48(1)
M–O2 (2×) 2.53(2) 2.53(2) 2.50(1) 2.53(1) 2.50(1) 2.53(1)
M–O3 (2×) 2.80(2) 2.80(2) 2.83(1) 2.86(1) 2.86(2) 2.86(2)
Table 3 Bond angles (°) of Ca2Al[AlSiO7], TbCaAl[Al2O7] and SmCaAl[Al2O7] at room temperature and the corresponding maximum
temperature (K). Bold numbers indicate changes with respect to increasing temperature which are statistically significant and/or considered
relevant and therefore discussed in the text.
Ca2Al[AlSiO7] TbCaAl[Al2O7] SmCaAl[Al2O7]
T (K) 295 830 295 1100 295 1024
O3–T 1–O3 (6×) 109(1) 109(1) 109(1) 109(1) 109(1) 109(1)
O2–T 2–O3 (2×) 116(1) 120(1) 119(1) 119(1) 116(1) 120(1)
O3–T 2–O1 (2×) 100(1) 94(1) 100(1) 100(1) 101(1) 101(1)
O3–T 2–O3 103(1) 97(1) 101(1) 101(1) 105(1) 105(1)
O1–T 2–O2 118(1) 125(2) 115(1) 115(1) 114(1) 110(1)
T 1–O3–T 2 119(1) 114(1) 115(1) 115(1) 118(2) 118(2)
T 2–O2–T 2 125(1) 117(1) 127(1) 127(1) 129(3) 135(3)
comes visible only in a series of refinements. It should also
be mentioned that we cannot exclude that small changes oc-
cur even in those distances and angles which are described as
’constant’. Consequently, possible secondary mechanisms or
interactions could have remained undetected in this study.
4 Conclusions
The quite different anisotropy of the unit cell expansions
of gehlenite and the Ln-substituted aluminates studied here
can be rationalized as follows: The higher positive charge
of Ln3+ with respect to Ca2+ and the increased formal
negative charge of the [T 2O4]-tetrahedra in the [T 22O7]-
groups in LnCaAl[Al2O7], compared with gehlenite, result
in stronger coulombic interactions between the M -cations
and the [T 22O7]-groups in the aluminates. Consequently, the
aluminates have a more three-dimensional character than is
found in gehlenite, which behaves more like a ’proper’ layer-
compound.
In addition to these electrostatically induced ’global’
changes, which take effect on a long range scale, ’local’
changes were observed. The analysis of the structural data
demonstrates that polyhedra will distort strongly, if they com-
prise two different species of cations. The differences in the
behaviour of the inter-tetrahedral angles might be interpreted
as geometrical adaptation of the tetrahedral layers to the
changes in the polyhedra.
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Abstract
The mineral bicchulite, Ca8[Al8Si4O24](OH)8, has sodalite-(SOD)-type structure. It is one of the few minerals
contradicting Loewenstein’s rule, as it bears twice as much Al as Si at the only topological tetrahedrally coordinated
position, with both species being statistically distributed. Here, we report on the structural features of the solid
solution series |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD – |Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-SOD. In this series, Loewenstein’s rule
is systematically and continuously violated. The observed structural variations mainly reflect higher Coulomb-
interactions between the cage-cations and the sodalite framework with increasing (Al + Eu)-content.
2
1 Introduction
As Loewenstein (1954) stated, ’one of the most important
features of the modern theory of silicates is the double roˆle
of aluminium, which can substitute for silicon in tetrahe-
dra’. Loewenstein based his rule, which is also known
as aluminium-avoidance rule, on the observation that ’in
all known cases the maximum substitution is 50%’ which
let him demand that ’no two aluminium ions can occupy
the centers of tetrahedra linked by one oxygen’. While
the rule could be confirmed to be obeyed in the major-
ity of cases, counterexamples are known, e.g. the rare
mineral bicchulite, |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD, which is
of sodalite-type structure (Sahl and Chatterjee, 1977; Sahl,
1980; Dann, Mead and Weller, 1996; Winkler, Milman
and Pickard, 2004), or rare-earth-bearing melilite-type com-
pounds (Peters, Knorr and Depmeier, 2005). In this con-
tribution, we report on the structural variations in the
|Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD – |Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-
SOD solid-solution series, which systematically and contin-
uously breaks Loewensteins ’aluminium-avoidance rule’. A
short description of the sodalite-type structure is given in sec-
tion one. In section two, the relevant experimental methods
are described. The structural features of the solid solution
series are reported in section three.
1.1 The sodalite-type structure
The simplest general formula of sodalite-type compounds is
M8[T12O24]X2. According to the IUPAC-recommendation
for the nomenclature of microporous materials (McCusker,
Liebau and Engelhardt, 2001), M and X denote cations
and anions, respectively, inside the sodalite β-cages and T
the tetrahedrally coordinated cations of the SOD-framework.
The structure of the mineral sodalite, |Na8Cl2|[Al6Si6O24]-
SOD, was first described by Pauling (1930) and refined later
by Lo¨ns and Schulz (1967). Many symmetries occur in the
sodalite family (Depmeier, 1984, 1992). The aristotype of
the sodalite topology has space group Im3¯m with M at the
Wyckoff-position 8c (¼, ¼, ¼), T at 12d (¼, ½, 0), O at
24h (x, x, ½) and X at 2a (0, 0, 0). The mineral bicchulite
is of SOD-type structure (Sahl and Chatterjee, 1977; Sahl,
1980), possessing a ’partially collapsed’ framework and thus
having space group I 4¯3m. In bicchulite, the M-position is
occupied by Ca2+ and the T-site by Al3+ and Si4+ in the
ratio of 2:1. Instead of two X-ions , bicchulite contains eight
(OH)-groups per unit cell. In this compound, Ca occupies
position 8c (x, x, x), Si and Al are at 12d (¼, ½, 0), O at 24g
(x, x, z) and O(H) at 8c (x, x, x). It is still a matter of de-
bate, whether the protons are located at position 8c (x, x, x)
(Sahl, 1980; Winkler, Milman and Pickard, 2004) or rather at
24g (x, x, z) with occupancy 0.333 (Dann, Mead and Weller,
1996). Al/Si- order/disorder has recently been studied by
Winkler, Milman and Pickard (2004). A high-temperature
study on |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD and the solid solu-
tion member |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD has recently




The synthesis of bicchulite was described in detail by
Gupta and Chatterjee (1978). The SOD-type compounds
were synthesized hydrothermally from the correspond-
ing melilite-type compounds (EuxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7],
with ∆x= 0.125) at p= 0.1 GPa and T = 810 K (x< 0.5) and
910 K (0.5≤x≤ 1). The samples were ground and filled into
Au-tubes, which were closed by arc-welding after adding
about 100 µl of demineralized water. The hydrothermal treat-
ment lasted for up to 1000 h. A high-resolution Bruker −
AXS D8-diffractometer was used for the phase analysis.
The diffractometer is operated in parallel-beam geometry,
having a parabolic multilayer-optics and an asymmetrically
cut monochromator as primary optics. Cu-Kα1-radiation
was used. The detector was a Braun position-sensitive de-
tector (PSD) operated with a step width of ∆2θ = 0.0085 °.
The compositions of the compounds were determined using
a Jeol JXA 8900 RL electron microprobe. For each compo-
sition, 10 to 15 microanalyses were performed. Corundum
(crn657s 20kV), Ln-phosphates (LnPO4 20kV) and wollas-
tonite (wolMAC 20kV) were used as standards for the mi-
croanalyses.
3 Results and discussion
The bicchulite structure reported by Dann, Mead and
Weller (1996) was used as starting model for the Rietveld-
refinements. For the Eu-bearing compounds, Eu3+ and Ca2+
were positioned on the M-position, assuming statistical dis-
tribution. Si4+ and Al3+ were positioned on the T-site of the
structure, again assuming statistical distribution, as reported
for bicchulite (Sahl, 1980). No indications for deviations
from space group I 4¯3m, nor for deviations from a statisti-
cal distribution of Eu and Ca at the M-site for the Eu-bearing
compounds were detected in the powder patterns for any of
the compounds. The protons were ignored in all Rietveld-
refinements, justified by their low scattering power for x-
rays. In the samples with x= 0.000, 0.125, 0.250 and 0.375,
remnants of the melilite-type educts persisted. For these sam-
ples, the structural model for the melilite type compound was
included as a second phase in the Rietveld-refinement. Quan-
titative phase analysis yielded 5(2)% of the corresponding
melilite-type compound in the samples. In the samples with
x= 0.750, 0.875 and 1.000, extra lines in the powder patterns
could be assigned to belong to the orthorhombic perovskite-
type EuAlO3 (Geller and Bala, 1956). The structural model
was included in the Rietveld-refinements. The quantitative
phase analyses yielded significantly less than 5% EuAlO3.
The microprobe analyses confirmed that the composition of
the samples was within a few % of the nominal composition.
It is believed that the deviations are mainly related to ex-
perimental challenges with the microprobe-analysis, e.g. the
unfavourable grain shape and the porosity of the samples.
The lattice parameter of |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD
(8.8260(1) A˚) is in good agreement with the value reported
by Sahl (1980) (a= 8.825(1) A˚). The lattice parameter of the
solid solution series depends linearly on the composition, fol-
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lowing Vegard’s rule (Vegard and Dale, 1928), as is shown in
Fig. 1.
In the following, the structural variations in the solid so-
lution series with respect to composition are discussed in
terms of bond length- and angular-changes.
Not surprisingly, the increasing Al-content is reflected in
the T–O bond length. It increases linearly from 1.71(1) A˚ in
|Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD to 1.75(1) A˚ in the aluminate
sodalite |Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-SOD, as shown in Fig. 2.
This graph also shows good accordance with the first order
polynomial of Jones (1968), which describes the dependence
of the mean tetrahedral T–O bond length in alumosilicates
on the Al-content. Note, that this polynomial was derived
from framework structures only and only in the composi-
tional range allowed by Loewenstein’s rule. By extrapola-
tion, Jones derived a value of 1.759(6) A˚ for the pure Al–O
bond, in full agreement with our results.
The T–T distance increases linearly from
3.119(2)A˚ in |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD to 3.143(2)A˚ in
|Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-SOD. Since the T-atoms are at
the special position 12d ( ¼, ½, 0 ), the variation of the T–
T distance is directly related to the variation of the lattice
parameters of the title compounds.
While the intratetrahedra O–T–O-angles stay virtu-
ally equal for all studied compounds (4 X 108.5(5) °,
2 X 111.5(5) °), the intertetrahedra T–O–T-angle decreases
linearly from 131.0(5) ° in |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD to
127.5(5) ° in |Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-SOD, as can be seen
in Fig.3a. This is accompanied by an increasing ’collapse’
of the sodalite-β-cage, which is described via the so-called
’tilt-angle’ ϕ. The variation of cos(ϕ) in dependence on the
composition is shown in Fig. 3b. Both quantities show a lin-
ear dependence on the composition.
Significant changes also are observed in the [M–O6]-
coordination polyhedron. See Fig. 4a and b for the varia-
tion of the M–O-bond lengths and O–M–O-angles, respec-
tively. While the distance between the 3 coordinating oxy-
genes of the framework and the M-cations decreases lin-
early with composition, the M-O(H)-distance increases lin-
early. At x=0.875 all M–O-distances are of virtually the
same length. This may be taken as an indication that the
increasing Eu3+-content is reflected in a more regular coor-
dination sphere of M. The distance between the O(H)-groups
and the framework oxygenes hereby remains virtually unef-
fected by the substitution. This behaviour leads to a stronger
angular distortion of the [M–O6]-polyhedron. The O(H)–
M–O(H)-angle decreases linearly with composition. By way
of contrast, the O–M–O-angle increases linearly. The O(H)–
M–O-angles remain virtually constant. This behaviour lends
support to the idea that from |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD
to |Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-SOD, the M cations move to-
wards the six rings of the sodalite β-cages due to the increas-
ing Eu3+-content.
The structural trends observed in the solid solution series
|Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD – |Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-
SOD can be interpreted as an indication that the coulom-
bic interactions between the sodalite-framework and the
cage cations M increase due to the coupled substitution of
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(Al3++Eu3+) for (Si4++Ca2+). The increasing T–O bond
length is accompanied by an increasing ’collapse’ of the
framework, thus meeting the coordinational and charge bal-
ance needs of the cage-cations M. The influence of this
stronger Coulomb-interaction between the SOD-framework
and the cage-cations on the thermal expansion behaviour is
reported elsewhere (Peters, Knorr, Katzke, Knapp and Dep-
meier, 2005).
4 Conclusions
The solid solution series |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD –
|Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-SOD has been successfully syn-
thesized. Except the aluminate sodalite end-member, all
other compounds contradict Loewenstein’s rule. We have
shown that the systematic and continuous violation of the
rule is possible in aluminosilicate framework structures,
thus we recommend to rather treat the aluminium-avoidance
rule as a rule than as a law. The coupled substitution of
(Al3++Eu3+) for (Si4++Ca2+) mainly leads to increasing
Coulomb-interactions between the sodalite framework and
the cage-cations, which is reflected in the increasing ’col-
lapse’ of the sodalite β-cages and the increasingly regular
coordination sphere of the M-cations.
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Figure 1: Change of the cubic lattice parameter a in the solid solution series as function of the composition. x= 0 and 1 denote
|Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD and |Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-SOD, respectively. Note the validity of Vegard’s rule (Vegard and












Figure 2: Change of the T–O bond length in the solid solution series |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD– |Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-
SOD as function of the molar fraction xAl. The thick solid line represents the linear function for T–O bond lengths and thin lines


























Figure 3: Variation of the T–O–T angle (a) and the cosine of the tilt angle ϕ (b) in dependence on the composition x. Bold lines































Figure 4: Variation of the M-O (squares) and M–O(H) (triangles) bond lengths (a) and the O–M–O (diamonds),
O(H)–M–O (triangles) and O(H)–M–O(H) (squares) angles (b) in the solid solution series |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD-
|Ca4Eu4(OH)8|[Al12O24]-SOD in dependence on the composition. Lines are guides to the eye.
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Abstract
The mineral bicchulite, |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD , has the sodalite-(SOD-)type structure. At elevated
temperatures it decomposes into gehlenite, Ca2Al2SiO7 (melilite-type structure), and water (vapour). We
report on the thermal expansion of two bicchulite-type compounds, the mineral bicchulite up to T =
740 K and |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD up to T = 1025 K. The expansion mechanism is described.
In situ x-ray powder diffraction experiments were performed to evaluate the thermal decomposition of
|Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD into 4 (Ca1.5Eu0.5)T1[T22O7] and 4 H2O, with Ti = Al or Si in a ratio of 5:1.




Both, the sodalite-(SOD) and the melilite-type structure,
have been studied thoroughly for the last 75 years. It is
well known that both structures can be found for various
compositions and that the p-T -conditions for the formation
of compounds crystallizing in the two structure-types often
may vary strongly. In this work, the high-temperature be-
haviour of two compounds of the SOD-type is studied. In
section one, a brief introduction to both, the sodalite and the
melilite structure-type, is given. In section two, the relevant
experimental methods are described. The thermal expansion
behaviour of the SOD-type compounds and the correspond-
ing structural expansion mechanism are described in section
three. Finally, a mechanism for the transition from the so-
dalite to the melilite topology is derived from geometrical
considerations in section four.
1.1 The sodalite-type structure
The simplest general formula, according to the IUPAC rec-
ommendation (McCusker, Liebau and Engelhardt, 2001), of
sodalite-type compounds is |M8X2 |[T12O24]-SOD. M and
X denote cations and anions, respectively, inside the so-
dalite β-cages and T the tetrahedrally coordinated cations of
the SOD-framework. The structure of the mineral sodalite,
|Na8Cl2|[Al6Si6O24]-SOD, was first described by Pauling
(1930) and refined by Lo¨ns and Schulz (1967). Many sym-
metries occur in the sodalite family (Depmeier, 1984, 1992).
The aristotype of the sodalite topology has space group
Im3¯m with M at the Wyckoff-position 8c (¼, ¼, ¼), T at
12d (¼, ½, 0), O at 24h (x, x, ½) and X at 2a (0, 0, 0).
Recent reviews on the structure and properties of sodalite-
type compounds were given by Weller (2000) and Depmeier
(2005). The mineral bicchulite is of the sodalite-type (Sahl
and Chatterjee, 1977; Sahl, 1980), possessing a ’partially col-
lapsed’ framework and thus having space group I 4¯3m. In
bicchulite, the M-position is occupied by Ca2+ and the T-
site by Al3+ and Si4+ in the ratio of 2:1. Instead of two
X-ions , bicchulite contains 8 (OH)-groups per unit cell. In
this compound, Ca occupies position 8c (x, x, x), Si and Al
are at 12d (¼, ½, 0), O at 24g (x, x, z) and O(H) at 8c (x,
x, x). It is still a matter of debate, whether the protons are
located at position 8c (x, x, x) (Sahl, 1980; Winkler, Milman
and Pickard, 2004) or rather at 24g (x, x, z) with occupancy
0.333 (Dann, Mead and Weller, 1996). Al/Si- order/disorder
has recently been studied by Winkler, Milman and Pickard
(2004). A schematic view of the structure is given in Fig. 1.
1.2 The melilite-type structure
In order to facilitate comparison with the SOD-type com-
pounds, the general formula of melilite-type compounds can
be written as M2T1[T22X7 ]. The crystal structure of melilite
was first described by Warren (1930). The aristotype has
space group P 4¯21m, with M at 4e (x, x+½, z), T1 at posi-
tion 2a (0, 0, 0), T2 at 4e (x, x+½, z), and X at the positions
2c (½, 0, z), 4e (x, x+½, z) and 8f (x, y, z) (Malinovskii and
Panina, 1996). The unit cell contains 2 formula units. Fig.
3
2 gives idealized drawings of the structure along the lattice
vectors a1 and a3.
2 Experimental
The SOD-type compounds were synthesized hydrother-
mally from the corresponding melilite-type compounds at
T = 810 K and pH2O = 0.1 GPa, as was described by Gupta
and Chatterjee (1978). The synthesis of the melilite-type
compounds is described elsewhere (Peters, Knorr, Knapp and
Depmeier, 2005). The melilite samples were ground and
filled into Au-tubes, which were closed by arc welding, af-
ter adding about 100 µl of demineralized water. This hy-
drothermal treatment was repeated until the samples were
pure, according to x-ray powder diffraction. The hydrother-
mal treatment lasted for up to 1000 h. A high-resolution
Bruker − AXS D8-diffractometer was used for the phase
analysis. The diffractometer operates in parallel-beam ge-
ometry, having a parabolic multilayer-optics and an asym-
metrically cut monochromator as primary optics. Cu-Kα1 -
radiation was used. The position-sensitive Braun detector
was operated at a step width of ∆2θ = 0.0085 °.
For the measurements on |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD ,
high-temperature diffraction experiments were performed in-
house using a home-made ∪-shaped resistance furnace . The
temperature was controlled by a Pt/PtRh10-thermocouple
near the sample capillary made of SiO2-glass. The ther-
mocouple was calibrated using the NaCl thermal expansion
data of Enck and Dommel (1965). Mo-Kα radiation was
used for the diffraction experiments with a MAR2000 image-
plate detector. Diffractograms were taken in steps of about
∆T = 25 K. The maximum temperature was 740 K. The inte-
gration of the two-dimensional image-plate diffraction data
was performed using the program ’fit2D V 10.132’ (Ham-
mersley/ ESRF, 2001). The high-temperature diffraction ex-
periments on |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD were per-
formed at the B2 powder diffractometer (HASYLAB at DESY,
Hamburg (Germany)) (Knapp, Baehtz, Ehrenberg and Fuess,
2004). Monochromatized synchrotron radiation of wave-
length λ= 0.69835(5) A˚ was used for the diffraction exper-
iments. The wavelength was refined via a standard least
squares method from the angular position of 6 reflections
of NIST SRM640b silicon. The diffracted radiation was
recorded using the on-site readable image-plate OBI detector
(Knapp, Joco, Baehtz, Brecht, Berghaeuser, Ehrenberg, von
Seggern and Fuess, 2004). All diffractograms obtained from
the experiments at HASYLAB were measured against the
monitored primary intensity. A Stoe capillary heating device
was used for in situ diffraction experiments with tempera-
ture steps of about ∆T = 10 K up to 1150 K. The temperature
was measured by a Ni/CrNi-thermocouple near the sample
capillary made of SiO2-glass. The thermocouple was cali-
brated using the NaCl thermal expansion data of Pathak and
Vasavada (1970). A temperature uncertainty of 1 % of the
absolute temperature was estimated for all high-temperature
experiments reported here.
All diffraction data were evaluated by Rietveld analysis
using the program ’Fullprof’ (Rodriguez-Carvajal, 2002).
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3 Results and discussion
The bicchulite structure reported by Dann, Mead and
Weller (1996) was used as starting model for the Rietveld-
refinements. For the Eu-bearing compound, Eu3+ and Ca2+
were positioned on the M-position, assuming statistical dis-
tribution. Si4+ and Al3+ were positioned on the T-site of
the structure, again assuming statistical distribution, as re-
ported for bicchulite (Sahl, 1980). No indications for de-
viations from space group I 4¯3m, nor for deviations from a
statistical distribution of Eu and Ca at the M-site for the Eu-
bearing compound were detected in the powder patterns. The
protons were ignored in all Rietveld-refinements, justified by
their low scattering power for x-rays.
Lattice parameters, thermal expansion and struc-
tural data were obtained from the high-temperature
diffraction experiments. Refined atomic positions as
a function of temperature are available from the au-
thors on request. Fig. 3 shows the normalized lat-
tice parameters of |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD and
|Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD , respectively, as function
of temperature.
The coefficients βi, γi and δi, as well as the refined lattice
parameter a0 at T0 = 273 K as given in
aT = a0[1 + αT (T − T0)] (1)
with
αT = βi + γi(T − T0) + δi(T − T0)2 (2)
were obtained from the lattice parameters as function of tem-
perature, using a standard least squares method and are given
in Table 1.
The thermal expansion coefficient of bicchulite
(11.8(9)·10−6·K−1 at T0 = 273 K) exceeds that of the
Eu-bearing compound (3.4(3)·10−6·K−1 at T0 = 273 K)
by a factor of three. The thermal expansion co-
efficients of SOD-type compounds reported so far
show an immense variation, ranging e.g. from
2.2(5)·10−6·K−1 for |Na0.3K2.9Rb4.8Cl2|[Al6Si6O24]-SOD
to 13.7(6)·10−6·K−1 for |Li7.97Na0.03Cl2|[Al6Si6O24]-
SOD, two examples of SOD-type materials with an Al:Si ra-
tio of 1 (Henderson and Taylor, 1978). The authors reported
on a correlation between the mean thermal expansion coef-
ficient α and the cubic lattice parameter of aluminosilicate-
sodalites with an Al:Si-ratio of 1. It is shown in Fig. 4 that
the perceived relationship is valid for bicchulite as well, al-
though it has an Al:Si-ratio of 2, while the behaviour of the
Eu-bearing compound (Al:Si = 5) is clearly different. No in-
dication of a structural phase transition could be detected for
any of the compounds on heating up to the thermal decom-
position. However, in our high-temperature experiments on
|Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD , at T = 1030(10) K new
reflections appeared in the powder pattern which could be
identified as belonging to a melilite-type compound. That
points at a decomposition of the bicchulite-type compound
into the corresponding melilite-type compound and water.
The line width of the reflections of the melilite-type com-
pound is considerably larger than the width of the lines of
the SOD-type compound. This indicates a significant de-
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crease of the crystallite-size during the decomposition. An
evaluation of significant anisotropic strain or size effects was
beyond experimental resolution. At about T = 1110(11) K
the decomposition was complete and only the melilite-type
compound persisted. In the present work the decompo-
sition was studied for |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD
only, because the decomposition temperature of bicchulite
(at pH2O = 0.1 GPa and aH2O = 1) was already reported
by Gupta and Chatterjee (1978) to be Tdecomp = 916(5) K.
Due to the limited time scale on which the experiment was
performed, it cannot be expected that thermodynamic equi-
librium existed during the decomposition process. Thus,
the decomposition temperature stated should not be taken at
face value. For the Rietveld-refinements of the structures in
the two-phase-region, structural models of both phases were
included and quantitative phase analyses performed. In the
two-phase region, no significant changes in the lattice param-
eters for both compounds could be observed. A possible ex-
planation for this behaviour might be a temperature-buffering
due to the energy consumption caused by the transformation
process. Recently an analogous buffering was reported to
occur during a pressure induced first order phase transition
in spodumen (Arlt and Angel, 2000).
3.1 Structural mechanism of the thermal ex-
pansion
The structural mechanisms of the thermal expansion could
be derived from the Rietveld-refinements. Bond lengths and
angles of both compounds at room temperature and the cor-
responding maximum temperatures are given in Tables 2 and
3, respectively. In the following, the expansion mechanisms
of both compounds are discussed for each of the coordina-
tion polyhedra in terms of bond length- and angular changes
considered as relevant.
While the T–O-bond length in the framework [TO4]-
tetrahedra remains constant in both compounds, the T–T-
distance increases considerably. Note that the relative in-
crease in bicchulite exceeds that in the Eu-bearing com-
pound by a factor of 2. The intratetrahedra O–T–O angles
change towards a stronger distortion of the tetrahedron in
bicchulite, while the tetrahedra in the Eu-bearing compound
remain virtually ’ideal’. This observation is probably re-
lated to the fact, that the Al:Si-ratio of the latter compound
is much higher than in bicchulite. It has been observed be-
fore (Peters, Knorr, Knapp and Depmeier, 2005) that poly-
hedra will distort more strongly with temperature, if they are
centered by two different cation species. This ’mixing’ ef-
fect on the T-site is therefore expected to be stronger for
bicchulite than for the Eu-bearing compound, because of
the less homogeneous Al/Si-distribution in the former com-
pound. The intertetrahedra T–O–T angles expand linearly
with temperature in both compounds. This effect becomes
noticeable only from the general trends. The main expansion
mechanism of the framework is most probably the linear de-
crease of the tilt angle ϕ. While in bicchulite its change is
-0.5°/100 K, it only decreases by about one quarter of this
value for |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD . This observa-
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tion correlates well with the thermal expansion data reported
above.
In the compounds reported here, the cage-cations M and
the oxygen atoms of the (OH)-groups form Na4Cl4-like clus-
ters, which have the shape of a deformed tristetrahedron.
Fig. 5 shows a schematic drawing of the cluster together with
a part of the framework. The M and the (OH)-groups alter-
nately point at the centers of the six-membered rings of the
sodalite β-cages. The M-cations are coordinated almost oc-
tahedrally by three neighbouring O(H)-oxygens and three of
the six oxygens of the cage’s six-rings. The M–M-distance
increases with temperature and the relative changes are of
the same order of magnitude for both compounds. The M–
O-distance in the Eu-bearing compound undergoes no sig-
nificant changes, while in bicchulite the Ca–O-distance in-
creases. This observation lends support to the idea that
the Ca4(OH)4-cluster does not follow the expansion of the
framework. This reasoning finds support by the observa-
tion that in bicchulite the M–O(H)-distance decreases with
increasing temperature, thus compensating for the reduced
bond valence contribution to M from the cage O-ions. By
way of contrast, the M–O(H)-distance increases in the Eu-
bearing compound, thereby following the expansion of the
framework. A similar effect can be observed for the be-
haviour of the O(H)-ions. Their distance to the nearest
framework oxygens remains constant during the temperature
increase in |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD , again indi-
cating a movement that follows the expansion of the cage,
while it increases in bicchulite. Important changes are also
observed for the distances between the (OH)-groups. In bic-
chulite, the oxygens approach each other significantly, while
in the Eu-bearing compound they withdraw. This finds ad-
ditional support by the increasing distortion of the [MO6]-
octahedron in bicculite, while the intra-octahedral angles in
this polyhedron stay constant in the Eu bearing compound.
These observations can be summarized by saying that
the position and orientation of the Ca4(OH)4-cluster in
the sodalite β-cage of bicchulite remains virtually unef-
fected by the untilting of the sodalite framework, whereas
the [(EuCa3)(OH)4]-cluster in |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-
SOD is strongly coupled with the framework, probably as
a result of the stronger coulombic interaction. An analogous
behaviour was reported for highly charged [Fe4S]-clusters in
danalite in comparison to the [Na4Cl]-cluster in the mineral
sodalite (Antao, Hassan and Parise, 2003).
Henderson and Taylor (1978) clearly showed a correla-
tion α(a0) for some SOD-type compounds with an Al:Si-
ratio equal to one. This observation seems to hold for
bicchulite as well, but is obviously incorrect for the Eu-
bearing compound. Dempsey and Taylor (1980) suggested
that the differences in the thermal expansion behaviour of
sodalites could be explained by the different behaviour of
their cage-cation (M)–cage-anion (X) bonds. In all com-
pounds studied by Henderson and Taylor (1978), the cor-
responding force-constants of the M–X-bonds were con-
sidered to be broadly similar (Dempsey and Taylor, 1980).
The authors concluded that for these compounds the ther-
mal expansion coefficient mainly depends on the degree of
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the framework collapse, being larger for larger tilt angles ϕ.
The authors additionally stated that higher force-constants
of the M–X-bonds act as a restraint for the untilting of the
sodalite-framework. This idea was supported by e.g. Hassan
and Grundy (1984). In the two compounds reported here,
the force-constants of the M–X-bonds can be expected to
be significantly higher for the compound containing triva-
lent Eu. Though |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD shows a
larger tilt-angle ϕ than |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD , and
thus should be expected to have a higher thermal expan-
sion coefficient (Dempsey and Taylor, 1980), the untilting of
the sodalite-framework is resisted by the stronger mean (M–
X)- and (M–framework-oxygen)-bonds, due to the higher
coulombic interactions. In conclusion, this work supports
the concepts formulated by e.g. Dempsey and Taylor (1980);
Hassan and Grundy (1984). No discontinuities in the thermal
expansion of the two compounds studied could be observed,
because neither the fully expanded state of the framework,
nor the special position of ¼ for the cage-cations was reached
before the thermal decomposition took place (see e.g. Hen-
derson and Taylor, 1978; Dempsey and Taylor, 1980).
4 A possible mechanism for the trans-
formation from the sodalite to the
melilite topology
The SOD-type compounds were synthesized by hydrother-
mal treatment of the melilite-type compounds. During the re-
verse process, thermal decomposition, the melilite-type com-
pound (and water-vapour) are recovered. No extra crystalline
phases could be detected by x-ray diffraction methods and no
amorphous products left their mark in the background of the
diffractograms. We are aware, that the formation of the SOD-
type compound from melilite and water cannot be expected
to follow the same structural mechanism as the thermal de-
composition. In general, the SOD-framework structure with
tetrahedral four- and six-membered rings is transformed into
a layered structure of tetrahedral five-membered rings. The
hypothetical mechanism thus should clarify, how the 3D-
framework can be transformed into a layered 2D-structure
of four- and six-membered rings. Secondly, a simple mech-
anism needs to be found which transforms the layer of four-
and six-membered rings into a layer entirely consisting of
five-membered rings. We assume: i) The number of bonds,
which need to be broken, should be minimal. ii) The crys-
tallographic orientation of the two structures should account
for the postulated simplicity of the mechanism. Thus, sym-
metry elements of the melilite structure should be geometri-
cally related to high-symmetry-directions of the topological
symmetry of SOD. This leads to a limited amount of differ-
ently oriented domains. iii) Once started, the reaction should
proceed by self-propagation. The moderate temperature at
which the decomposition takes place casts into doubt a com-
plete disruption of the tetrahedral conformation, and subse-
quent formation of the new structure from small tetrahedral
units. Still, it cannot be avoided that several strong bonds
need to be broken during the decomposition.
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In reconstructive phase transitions, the symmetry-groups
of both phases are connected via a common sub- or super-
group (Tole´dano and Dmitriev, 1996). We are aware of the
fact, that such group-subgroup-relationships are phenomeno-
logic approaches to the theory of reconstructive phase transi-
tions.
4.1 The transformation of the framework-
structure to a layered structure
A simple way to transform the sodalite-framework of bic-
chulite into an approximate layer-type compound is to break
three bonds per sodalite cage pointing parallel one of the
〈110〉-directions. This could be caused by the evaporating
water during the decomposition process. A schematic draw-
ing of one sodalite cage with the corresponding (broken)
bonds is shown in Fig. 6. Taking that process as an initializ-
ing step to the transformation, the occurrence of 6 domains
of melilite-type crystallites has to be expected.
In order to find a crystallographic setting which allows an









a′i = ai · P, (4)
with a′i being the transformed basic vectors and ai the
initial basic vectors. After transformation, the 〈001〉- and the
〈100〉-directions of the melilite-type crystallites are parallel
to the corresponding 〈110〉-directions of the SOD-type. The
transfomed 〈010〉-direction of the melilite-type compound is
parallel to the corresponding 〈100〉-directions of SOD. In or-
der to obtain the same setting for both structures, the SOD-







with an origin shift of [½, 0, ¾]. The obtained trans-
formed basic vectors of the SOD-type structure hence are re-
ferred to as a′′i .
For a comparison of the two structures in the correspond-
ing directions see Fig. 7. For the sake of simplicity, the trans-
formed lattice parameters a′i of the melilite type-compound
have been used for both compounds, while the fractional
coordinates of the T-cations were obtained from the trans-
formed coordinates of the corresponding room temperature
structures of the melilite- and the sodalite-type compound,
respectively.
The transformed lattice parameters of the melilite-
type compound in the two-phase region (measurement at
1045(10) K) are a′1 = a′2 = 10.9800 A˚, a′3 = 10.2360
A˚, and the transformed lattice parameters of the SOD are
a′′1 = a
′′
3 = 12.6022 A˚, a′′2 = 8.9111 A˚. Taking into ac-
count that a1 = a2 in the tetragonal system and assuming a
simple averaging of the a′′1 and a′′2 lattice parameters of the
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SOD-type compound, our model predicts a tetragonal lattice
parameter of a1,2 = 10.7566 A˚. This value is in excellent
agreement (2 % deviation) with the experimentally obtained
lattice parameter a′1,2 of the melilite type compound. The
volume decrease of the solid phases during the decompo-
sition is about 13 %. The dominating direction hereby is
the tetragonal a′′3 -direction, which, following our model, de-
creases in length by about 19 % during the transformation
from the sodalite framework structure to the melilite layer
structure.
4.2 The formation of the tetrahedral five-
membered rings and the relationship be-
tween the two topologies
The displacement of the T-cations in the corresponding di-
rections is shown in Fig. 8(a-c). It can be seen that one type
of T-cations does not undergo any changes in its fractional
coordinates, namely those T on the special positions (0,0,0),
the face-, edge- and the body-center(s) of the transformed
cell. The remaining T-cations are displaced such that an un-
folding of the sodalite β-cage hemispheres is obtained, thus
leading to an almost ’flat’ conformation of [TO4]-polyhedra.
Additionally, two types of those ’moving’ T-cations have to
be distinguished. The first type moves only in the a′′3 di-
rection, whereas the other type also moves on the face di-
agonal of the a′′1 -a′′2 -plane. As can be seen in Fig. 8 (c),
the anti-parallel movement of the corresponding four T-
cations per layer leads to the formation of the tetrahedral
five-membered rings from the six- and four-membered rings
of the sodalite framework, thus four bonds are broken and
four new bonds build up. The anti-parallel movement most
probably gives rise to the averaging of the sodalite a′′1 and a′′3
lattice parameter. Consequently, instead of a mirror plane
(in SOD) a 4¯-axis appears in the melilite type compound
in a′3. Fig. 9 shows two characteristic T–T zigzag chains,
which are a typical structural feature of both topologies in
the projection along the (melilite) [001]-direction. One type
of these chains shown is almost congruent in both structures,
with T-centers only moving in [001]-direction. Going from
the sodalite topology to the melilite topology, the second
chain has to be mirrored at the corresponding face diago-
nal. Thus, the main difference between the two topologies
besides the framework-layer problem is the chirality of this
second zigzag-chain.
5 Conclusions
A simple geometric relationship between the sodalite and
the melilite topology is given. It most probably explains,
why only melilite-type compounds plus water and no de-
tectable other phases are formed during the decomposition
of bicchulite-type compounds. Note, that assuming the tran-
sition mechanism as proposed here, the melilite-type com-
pound first formed by the decomposition of the bicchulite-
type compound is not essentially ordered with respect to the
occupation of the two topologically distinct T-sites. We ex-
pect that the melilite-type compound formed from the dis-
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ordered bicchulite-type compound bears Al-Si-disorder on
both tetrahedrally coordinated positions, with a stoichiom-
etry Al:Si equal to the absolute ratio of both species. There-
fore, we conclude that the first formed melilite is thermody-
namically metastable. It can be expected that an ordering
process takes place afterwards, perhaps at higher tempera-
tures, delivering the activation energy which is necessary for
the diffusion of Si and Al in the melilite-type structure. Cor-
responding experiments are in progress.
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Figure 1: Schematic view of the bicchulite structure . Small spheres represent oxygen, large spheres M-ions, light tetrahedra are
[TO4]-coordination polyhedra, the black tetrahedron represents the [OH]4-tetrahedron. The protons are removed.
Table 1: Refined lattice parameter a1,0 at T= 273 K, and coefficients for the tensor component α11 for the compounds




βi · 106·K 11.8(9) 3.4(3)
γi · 109·K2 7.3(2) 11.5(8)
δi · 1012·K3 0 -8.4(7)
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Figure 2: Schematic view of the melilite structure along (a) the [001]-axis and (b) the [100]-axis. Small spheres represent oxygen,
large spheres M-ions, light grey tetrahedra stand for T1-positions and dark tetrahedra forming [T2O7]-units are labelled T2. Note
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Figure 3: Temperature dependence of the normalized lattice parameter a/a0 of |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD (squares) and
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Figure 4: Mean thermal expansion coefficient α as function of the lattice parameter a0 = a295 K for several SOD-type com-
pounds. Empty squares represent data by Henderson and Taylor (1978). Filled diamonds represent the corresponding values
for |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD and |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD . Note that the value for the latter compound does not
fit the observed trend indicated by the solid lines. The broken line indicates the discontinuity in the thermal expansion curve
proposed by Henderson and Taylor (1978).
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Figure 5: Schematic view of a section of the bicchulite structure . Dark spheres represent M-ions, light spheres O-ions, tetrahedra
are [TO4]-coordination polyhedra, the dark polyhedron represents the [Na4Cl4]-like cluster (tristetrahedron) of M and OH-
ions. The protons are removed.
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Figure 6: Schematic view of one sodalite cage along the [001]-axis. Spheres represent T-cations, black lines stand for T–T-






Figure 7: Schematic view of the sodalite-type structure(a-c) along the transformed [100] (a), [010] (b), [001] (c) and the melilite-
type structure (d-f) along the transformed [100] (d), [010] (e) and [001]-axes (f). Spheres represent T-cations, black lines stand
for T–T-distances. The grey lines represent linkages of [TO4]-polyhedra which have been broken during the initial step of the
transformation. The transformed lattice parameters a′i of the melilite-type compound have been used for both transformed cells




Figure 8: Overlayed projections of the transformed sodalite- and melilite type structures along the transformed melilite [100]
(a), [010] (b) and [001] (c) directions. Spheres represent T-cations, black and grey lines stand for T–T-distances in the sodalite-
type compound and the melilite-type compound respectively. Grey arrows indicate the displacement of the ions during the
transformation.
20
Figure 9: Overlayed projection of the transformed sodalite- and melilite type structures along the transformed melilite [001]
direction. Spheres represent T-cations, black and grey lines stand for T–T-distances in the sodalite- and the melilite-type com-
pound, respectively. Grey arrows indicate the displacement of the ions during the transformation. Note the different chirality
indicated by ’m’ of one of the characteristic zigzag-chains in the projection of the sodalite- and the melilite structure, respectively.
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Table 2: Bond lengths (A˚) of |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD and |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD at room temperature and
the corresponding maximum temperature (K). Bold numbers indicate changes with respect to increasing temperature which are
statistically significant and/or considered relevant and therefore discussed in the text.
|Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD
T (K) 295(3) 692(7) 298(3) 1024(10)
T–T 3.120(2) 3.138(2) 3.133(2) 3.150(2)
T–O 1.71(1) 1.71(1) 1.72(1) 1.72(1)
M–M 3.58(1) 3.61(1) 3.67(1) 3.73(1)
M–O 2.48(1) 2.52(1) 2.44(1) 2.46(1)
M–O(H) 2.32(1) 2.25(1) 2.34(1) 2.39(1)
O–O(H) 3.06(1) 3.16(1) 3.10(1) 3.10(1)
O(H)–O(H) 2.95(1) 2.71(1) 2.86(1) 2.92(1)
Table 3: Tilt angle ϕ and bond angles (°) of |Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD and |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD at room tem-
perature and the corresponding maximum temperature (K). Bold numbers indicate changes with respect to increasing temperature
which are statistically significant and/or considered relevant and therefore discussed in the text.
|Ca8(OH)8|[Al8Si4O24]-SOD |Ca6Eu2(OH)8|[Al10Si2O24]-SOD
T (K) 295(3) 692(7) 298(3) 1024(10)
ϕ 31.1(3) 29.2(3) 32.1(3) 31.1(3)
O–T–O (4×) 109(1) 107(1) 109(1) 109(1)
O–T–O (2×) 111(1) 114(1) 110(1) 110(1)
T–O–T 131(1) 133(1) 130(1) 133(1)
O–M–O 92(1) 89(1) 93(1) 93(1)
O(H)–M–O(H) 78(1) 72(1) 75(1) 76(1)
O–M–O(H) 95(1) 99(1) 95(1) 95(1)
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Abstract The dependence of the unit cell volume on inten-
sive parameters as temperature T , pressure p, or concentra-
tion x is considered in thermodynamic calculations through
bulk properties like thermal expansion, compressibility or the
partial molar volume. On the other hand, crystal physics takes
account of the anisotropy – inherent to crystals – and hence
aims at the study of the behaviour of the individual cell pa-
rameters through a tensorial description. In this contribution,
we show how the established use of the strain-tensor can be
extended in order to minimize uncertainties or even fallacies
in the treatment of the volume of solid solutions.
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1 Introduction
It is a well established method to fit variations in the lattice
parameters with respect to the state variables p, T , and x us-
ing polynomial expressions. In many contributions the vol-
ume is fitted separately (e.g. Angel et al. , 1998; Carpenter et
al. , 2001) with respect to the state variable. Thus, quantities
like the mean thermal expansion coefficient, the bulk modu-
lus and e.g. the partial molar volume are obtained.
A well accepted procedure in this context is, to calculate
the volume and the strain-tensor components from the mea-
sured lattice parameters of a compound. This procedure is
used e.g. in the program ’STRAIN’ by Ohashi (source code
included e.g. in Hazen and Finger , 1982), where the strain-
tensor components are calculated from the lattice parameters
e.g. of one end-member as initial state and a solid solution
member as the final state. How the strain-tensor components
of both, Langrangian and Eulerian strain, can be obtained
from the lattice parameters is given in e.g. Schlenker et al.
(1978). The obtained values are often normalized with re-
spect to the state variable, leading to a number of values di-
rectly corresponding to the number of available datasets.
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Regarding solid solutions, we propose a different proce-
dure. The first step is to obtain the lattice parameters, which
are experimentally accessible quantities, e.g. by x-ray diffrac-
tion methods. Then, polynomials are fitted to the lattice pa-
rameters, from which the normalized strain and the (excess)
volume are directly calculated. We see significant advantages
in our method, because ’artefacts’ in the lattice parameters
can easily be identified, which is doubtful for e.g. the vol-
ume, because artefacts in the lattice parameters of non-cubic
systems might still lead to illusively ’good’ volume data. The
here proposed modus operandi ensures that possibly occur-
ring ’artefacts’ in the lattice parameters will not enter any
calculation unaccounted for. Given a triclinic solid solution
series consisting of e.g. 9 compositions, a polynomial fitted
directly to the volume, which is in advance calculated from
the measured lattice parameters, will rely on 9 datapoints.
Polynomials fitted to the 6 lattice parameters will rely on 9
datapoints each. The analytical derivation of the volume from
the six polynomials then will lead to 54 datapoints entering
the volume calculation process equally weighted. Even for
tetragonal systems, our treatment is based on twice as many
parameters compared to the direct fit of the volume. By us-
ing the here proposed method, thermodynamic calculations,
which treat volume properties of e.g. solid solutions thus rely
(except for cubic systems) on a higher quantity of data points.
To clarify the congruence of the theory of our approach
with the existing strain theory, the tensor of compositional
strain and the bulk deformation coefficient are briefly derived
in section two. We apply our approach to the case of one
melilite-type solid solution series in section three, demon-
strating how fallacies in the treatment of excess volumes can
be avoided by our method. In section four, the approach is
applied to the case of a clinopyroxene solid solution (data
from Angel et al. , 1998), demonstrating its applicability to
low-symmetry systems.
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2 Compositional dependence of the unit cell
2.1 The compositional strain-tensor
The deformation of the unit cell of a crystal, caused by the
change of an intensive parameter as pressure or temperature,
is usually quantified by the strain-tensor [εij]. Properties of
the strain-tensor are well presented by several authors, e.g.
Carpenter et al. (1998); Carpenter and Salje (1998); Carpen-
ter (2000). To treat the influence of the molar fraction of a
component k, xk, we define:
[εij ] = [ϕij ]∆xk, (1)
in analogy to the thermal expansion in crystals (Ku¨ppers ,
2003). [εij ] is the Lagrangian strain tensor, which results from
the composition change ∆xk because of the compositional
strain-tensor [ϕij ]. [ϕij ] is a material-specific property of a
solid solution. Since strain [εij] and the change in compo-
sition ∆xk are dimensionless properties, [ϕij ] is dimension-
less as well. Note that [ϕij ] is only defined for 0 ≤ xk ≤ 1.
The here defined tensor corresponds to the normalized strain-
tensor with respect to composition.
2.2 Derivation of the bulk deformation coefficient ψ










in analogy to the ’compositional expansion’ of the vol-
ume, γV , given by Hazen and Finger (1982). Eq. (2) can








A way to obtain the bulk deformation coefficient is to
use the so-called strain-ellipsoid. This representation of the
strain-tensor is well established, see e.g. Ohashi and Burn-
ham (1973); Carpenter et al. (1998). It is based on the fact
that a crystal with a spherical shape will in a general case dis-
tort towards an ellipsoid during the change of a state variable.
Here, the bulk deformation coefficient ψ follows from the
normalisation of this ellipsoid’s volume, VE , against the vol-




















(1 + ϕi(xk)xk)− 1
xk
= trace(ϕij) + xk(ϕ1ϕ2 + ϕ2ϕ3 + ϕ1ϕ3)
+ xk2ϕ1ϕ2ϕ3,
(5)
where the ϕi are the components of the tensor of compo-
sitional strain at composition xk transformed to principal axis
shape.
Note that because of the simplification from eq. (2) to-
wards eq. (3) the bulk property ψ must not be expressed us-
ing simply the trace of [ϕij ], because the deformation is too
large for this approximation. In order to clarify the inaccuracy
of using the trace in eq. (3), imagine a cube, which distorts
due to a non-infinitesimal change of a state variable. Using
the trace of the normalized strain-tensor would only give the
translation of the original faces along the orthogonal axes of
the cube. The correct approach as given in eq. (5) also ac-
counts for the volume increase which is due to the ’edges’
and the ’corner’ of the deformed body with respect to the
undistorted one.
In principle, exactly the same error occurrs every time
when we use the ’bulk’ thermal expansion β=trace(αij) while
using ∆T s and ∆V s. As many experimental methods (like
x-ray diffraction) continuously increase in resolution, even
small quantities, which were thought to be non-significant
or even undetectable only a decade ago, nowadays can be
shown to be significant. Consequently, the above approxima-
tion should be omitted in favour of the analytically correct
expression.
2.3 Derivation of some thermodynamic volume properties
Using ∆V˜ = V¯ (xk)− V˜0, the mean molar volume of a com-
pound k at composition xk
V¯ (xk) = V˜0(1 + ψ(xk)xk) (6)
is obtained, where V˜0 is the molar volume of the end member
of a solid solution with xk = 0. Then, it is straightforward to
include the compositional strain-tensor in the classical ther-
modynamic approach of the formation of solid solutions.
A solid solution is of ’ideal’ character, when the mo-
lar volume of the solid solution at xB is V¯ ideal(xB) =
(1− xB) V˜A + xBV˜B , which gives:
V¯ ideal(xB) = (1− xB) V˜A + xB
[
V˜A(1 + 1ψ(xB = 1))
]
= V˜A + xBψ(xB = 1)V˜A
= V˜A (1 + xBψ(xB = 1)) .
(7)
Here, the V˜A and V˜B denote the molar volumes of a bi-
nary solution’s end-members A and B. Deviations from ide-
ality will lead to an excess behaviour of the volume, which is
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often used to describe the character of a solid solution. Using
eqs (6) and (7) in
V¯ ex = V¯ real − V¯ ideal (8)
yields:
V¯ ex = (V˜A(1 + ψ(xB)xB))− (V˜A (1 + xBψ(xB = 1)))
= xBV˜A (ψ(xB)− ψ(xB = 1)) .
(9)
This gives an even simpler expression for the ideality of
a solid solution. A solid solution is ’ideal’, when there is no
excess volume. This is achieved in eq. (9) with either xB = 0
or 1 or V˜A = 0. Both cases are trivial. The third option bears
the critical information. If
ψ(xB) = ψ(xB = 1) (10)
for all xB , then a solid solution is ideal. This equation just
states, that for a bulk deformation coefficient, which is in-
dependent of the composition, the molar volume of a solid
solution depends linearly on the composition.
Still, two solid solutions, which are isostructural and
show the same excess volume behaviour, might nevertheless
structurally be of completely different mixing character. The
reason is that the compositional strain-tensors [ϕij ] for both
solid solutions may be very different, while the bulk defor-
mation coefficients ψ behave equally.
Note the direct derivation of the excess volume of a solid
solution from the compositional strain-tensor components by
using eqs (5) and (9). This allows for directly obtaining this
value without an additional fit to volume data. We are aware
that the choice of the end-members of the solid solution series
will determine the polynomials for the lattice parameters and
thus the ϕi and ψ. Provided a correctly chosen order of the
polynomial, the resulting volume properties will be identical
in the range of the fit uncertainties, whatever compound is
denoted x = 0 and x = 1, respectively.
3 Example: ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7]
Samples of melilite-type ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] were
synthesized with ∆x = 0.125, 0 ≤ x ≤ 1. All samples
were characterized by x-ray powder diffraction and micro-
probe analysis and the lattice parameters obtained from Ri-
etveld refinements of the structural model (Malinovskii and
Panina , 1996) against the measured x-ray powder diffrac-
tograms. The data points were fit with a polynomial, using a
standard weighted least squares method. Such a polynomial
can e.g. be of the type:
ai(x) = ai,0
[
1 + (χi + ξix+ ζix2 + ...)x
]
. (11)
Then, (χi + ξix + ζix2 + ...) is a polynomial description of
the ϕi in this tetragonal case. Depending on the goodness of
the fit, one must decide, what order the polynomial has to be
of.
In our case, the complete tensor of compositional strain
for the solid solution series reads:
ϕij =
ϕ11 0 00 ϕ11 0
0 0 ϕ33
 (12)
The least squares fit to the lattice parameters of
ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] leads to the coefficients χi, ξi
and ζi as given in Table 1. Note that the magnitude of the
effects is 10−2.
The lattice parameters a1 and a3 versus composition x for
the solid solution series are shown in Fig. 1. The bold lines
represent the polynomial functions from the least squares fit.
The thin line stands for the linear behaviour postulated by
Vegard’s rule (Vegard and Dale , 1928).
From the polynomials for ϕi we can directly give an an-
alytical description of the corresponding ψ for the solid solu-
tions. Taking eq. (9) we thereby obtain an expression for V ex
without another least squares fit for this quantity. See Fig. 2
for the excess cell volume of ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7].
The bold line represents the polynomial fit, using the ϕii
from Table 1. The data points are directly calculated from
the lattice parameters of the compounds at x. It can be stated
that the obtained excess volume, which was derived from the
anisotropic approach, is in satisfying agreement with the vol-
ume data obtained from the Rietveld refinements. The shaded
region in Fig. 2 marks the estimated error for the excess vol-
ume. It was obtained from the limiting polynomials for the
ϕii, using 3σ for their coefficients. It can be stated that our
approach yields no indication for significant asymmetry of
the excess volume.
The thin line in Fig. 2 is a ’traditional’ asymmetric excess
function of the type V ex =WAx(1−x)2+WBx2(1−x) (e.g.
Hazen and Finger , 1982). The coefficientsWA,WB were ob-
tained from a standard least squares fit to the volume data.
While WA is not significantly non-zero, WB = −3.4(6).
Fitting a ’traditional’ symmetric excess function of the type
V ex = WABx(1 − x) yields WAB = −1.7(4). At first
glance, the conclusion seems appropriate that the volume be-
haviour of the solid solution and consequently its thermo-
dynamic ’character’ would be better described by an asym-
metric model, because the relative uncertainty for the sym-
metric model is larger by 50%. As can be seen from our ap-
proach, this conclusion is a fallacy, because the asymmetry is
only simulated by a certain scatter in the lattice parameters.
This can only be seen unambiguously in the behaviour of the
individual lattice parameters. By fitting directly the excess
volume, the anisotropic structural information, which carries
some physical meaning, is lost. Using the bulk deformation
coefficientψ in the calculation for the excess volume prevents
us from misinterpreting the volume data, because ψ still car-
ries the information of the compositional strain-tensor [ϕij ].
Switching the end-members of the solid solution series,
Er1−xCa1+xAl[Al2−xSixO7], leads to values of the coeffi-
cients for ϕi as given in Table 1. Fig. 3 shows the excess
volume behaviour of the solid solution series with permuted
end-members. Aside from minor changes in the shape of the
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Table 1 Coefficients for the tensor components ϕ11 and ϕ33 in 10−2 and lattice parameters ai,0 in A˚ for the melilite solid solution in the
settings ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] and Er1−xCa1+xAl[Al2−xSixO7].
ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] Er1−xCa1+xAl[Al2−xSixO7]
i 1 3 1 3
ai,0 7.687 5.067 7.672 5.042
χi -0.06(1) -0.76(2) 0.07(2) 0.23(7)
ξi 0 0 0 0
ζi 0 0.29(3) 0 0.29(6)
Fig. 1 Change of the lattice parameter a1 (tri-
angles) and a3 (squares) of the solid solution
ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7]. Bold lines correspond
to polynomial fits, while the thin lines represent a be-
haviour corresponding to Vegard’s rule (Vegard and
Dale , 1928). The error bars of the lattice parameters
are smaller than the symbols given.
Fig. 2 Excess cell volume of the solid solutions
ErxCa2−xAl[Al1+xSi1−xO7] in dependence on the
composition x. The bold line corresponds to the
polynomial fit using the ϕii, data points are calcu-
lated from the experimentally obtained lattice pa-
rameters. The shaded region marks the estimated
error-range for the excess volume. It was obtained
from the limiting polynomials for the ϕii, using 3σ
for their coefficients. The thin line represents a 3rd-
order polynomial of type V ex = WAx(1 − x)2 +
WBx
2(1 − x) with WA = 0, WB = −3.4(6)
which has been obtained by a standard weighted least
squares fit to the excess volume data points.
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excess volume function which are directly caused by the dif-
ference in the polynomial fits, the main statement that there is
no significant asymmetry in the slightly negative excess vol-
ume of the solid solution is retained, regardless of what end-
member is assigned x = 0. Small deviations from this are
mainly caused by the uncertanties of the fit. Here, the scatter
in the lattice parameters is more pronounced in the Er-rich
compounds. Thus, the ai,0 and χi are less well defined in the
second approach, leading to higher uncertainties in the fit pa-
rameters. This is directly reflected in the broader uncertainty-
range of the excess volume. We would therefore recommend
to calculate and compare both approaches in order to detect
’fit artefacts’.
4 Example: Ca-free P21/c clinopyroxenes
Angel et al. (1998) studied a solid solution series consist-
ing of 14 synthetic Ca-free low-clinopyroxenes having space
group P21/c. Inter alia, they performed x-ray powder diffrac-
tion experiments that gave the lattice parameters a1, a2, a3
and a5(β) of the solid solution members. The authors per-
formed unweighted fits to the lattice parameters of the type
ai(x) = ai,0 + b · x + c · x2. Additionally, they performed
another fit to the cell volume, which gave a linear relationship
of the type V (x) = V0 + d · x. No significant excess volume
could be detected.
Here, eq. (11) was used to fit the lattice parameter data
given in Angel et al. (1998). The obtained coefficients for
the polynomials are given in Table 2. By using the formal-
ism as given by Schlenker et al. (1978), the strain-tensor
components were obtained using the polynomial expression
for the lattice parameters. The strain-tensor then was trans-
formed to principal axes and normalized by the composition,
which gave the main axes components ϕi of the tensor of
compositional strain [ϕij]. According to eq. (5), the bulk
deformation coefficient ψ was derived and the excess vol-
ume obtained according to eq. (9). See Fig. 5 for the excess
cell volume of the solid solution series across the enstatite-
ferrosilite join. The bold line represents the polynomial fit,
using the ϕi from Table 2. The data points are directly cal-
culated from the lattice parameters of the compounds at x
given by Angel et al. (1998). It can be stated that the ob-
tained excess volume, which was derived from our approach,
is in excellent agreement with the experimental volume data.
The shaded region in Fig. 5 marks the estimated error for the
excess volume. It was obtained from the limiting polynomials
for the lattice paramters, using 3σ for the coefficients given
in Table 2. Note, that there is no significant (< 0.25%) ex-
cess volume, which is in complete agreement with the results
obtained by Angel et al. (1998). A good indication for the
insignificance of the excess volume hereby is that one of the
limiting polynomials gives a positive, the other one a negative
excess volume behaviour. Note that no additional fit, neither
to the strain-tensor components, nor to the (excess) volume
was needed to obatin these information. It could be shown
in this section that our approach, which is mainly relying on
an extended application of the established strain-tensor con-
cept (e.g. Ohashi and Burnham , 1973), is fully applicable to
low-symmetry systems.
5 Conclusions
Using an anisotropic approach to the characterization of vol-
ume changes in solid solution processes, relying on an ex-
tended application of the established strain-tensor concept,
all information is retained, which is necessary for thermody-
namic calculations. The classical treatment bears the danger
of misinterpreting the volume data due to non-identified arte-
facts in the measured lattice parameters. By our treatment,
we gain the opportunity to minimize artificial effects during
the thermodynamic analysis of the solid solution’s volume,
even for low-symmetric systems. Using only the polynomial
fits for the lattice parameters to analytically derive volume
properties allows for unmasking volume phenomena as non-
significant, which would be significant by using the ’classi-
cal’ treatment. Additionally, for low-symmetry systems the
intermediate step of fitting ’derived’ data like strain and vol-
ume, can be omitted.
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Fig. 3 Excess cell volume of the solid
solution with swapped end-members,
Er1−xCa1+xAl[Al2−xSixO7] in dependence on
the composition x. The bold line corresponds to
the polynomial fit using the ϕii, data points are
calculated from the experimentally obtained lattice
parameters. The shaded region marks the estimated
error-range for the excess volume. It was obtained
from the limiting polynomials for the ϕii, using 3σ
for their coefficients.
Table 2 Coefficients for the polynomial fits ai(x) = ai,0 [1 + (χi + ξix)x] of the lattice parameters ai for the P21/c low-clinopyroxene
solid solutions across the enstatite-ferrosilite join.
i 1 2 3 5
ai,0 9.607(1)A˚ 8.815(3)A˚ 5.1701(5)A˚ 108.349(5)◦
χi 0.0135(7) 0.025(2) 0.0172(5) 0.0084(3)
ξi -0.0029(8) 0.005(1) -0.0043(5) -0.0070(3)
Fig. 4 Variation of the lattice parameters a1 (a), a2 (b), a3 (c) and a5 (d) of P21/c clinopyroxenes as a function of the composition x. Data
points are taken from Angel et al. (1998). Bold lines indicate the polynomial fits to the lattice parameters. Thin lines stand for a behaviour
postulated by Vegard’s Rule (Vegard and Dale , 1928).
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Fig. 5 Excess cell volume of the clinopyroxene solid
solution in dependence on the composition x. The
bold line corresponds to the polynomial fit using the
ϕi, data points are calculated from the experimen-
tally obtained lattice parameters (Angel et al. , 1998).
The shaded region marks the estimated error-range
for the excess volume. It was obtained from the lim-
iting polynomials for the lattice paramters, using 3σ
for their coefficients. There is no significant excess
volume.
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